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Note to the English reader 
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systematically describes précisé results and refers to the existing literature. 
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General introduction 


This monograph is devoted to the study, from the point of view of arithmetic 
geometry, of algebraic surfaces endowed with a pencil of curves of genus 1, 
and of intersections of two quadrics in projective space. 

Some of the foundational questions of arithmetic geometry can be traced 
back at least to the work of Diophantus. Quite generally, given a System 


{ fii^o, ■■■,xj = 0 

fmixo, a;„) = 0 


( 1 ) 


of polynomial équations with integer (or rational) coefficients, one ultimately 
wants to understand the set of tuples {xq, ..x^) in 2"+^ (or in Q”+^) which 
are solutions of the System. The simplest spécifie questions that may be asked 
about this set are whether it is empty or not, whether it is finite or infinité; if 
it is finite, whether one can list its éléments, and if it is infinité, whether one 
can still describe it in a satisfactory manner. Answers to these questions for 
particular Systems of équations hâve been known for centuries. Suffice it to 
mention the theorems of Fermât, Gauss, and Lagrange on the représentation of 
integers by sums of two, three, or four squares, and the work of Brahmagupta 
and of Lagrange on Pell’s équation. 

The proper language for discussing more recent work on these problems 
turns out to be that of algebraic geometry. Indeed, as was first recognised 
by Weil, the behaviour displayed by the set of integer (or rational) solutions 
of a System of polynomial équations with integer (or rational) coefficients 
dépends very closely on the topology of the set of complex solutions, and 
hence on the geometry of the underlying algebraic variety. Naïve measures of 
the complexity of a System of équations such as the number of unknowns, the 
number of équations, or the degrees of the équations, are only of secondary 
relevance. 
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We now restrict attention to Systems of homogeneous équations, in which 
case studying integer solutions and studying rational solutions are tantamount 
to each other. Let us fix a smooth and proper algebraic variety X over a 
number field k (for instance fc = Q). If X is the subvariety of n-dimensional 
projective space over k defined by the System (1), where the /j are homoge¬ 
neous polynomials, then the set of nonzero solutions (xg, ..x^) G up 
to scaling is nothing but the set of rational points X{k) of X over k. It is most 
natural to embed X{k) diagonally into the topological space X(Aj,) of adelic 
points of X. The latter may be defined as the product ritien since X is 

proper. Here fl dénotés the set of places of k and k^ is the completion of fc at a 
place V G V, {so that iî k = Q, the fields k^ for r; G fl are the field Qj, of p-adic 
numbers for each prime p, and the held R of real numbers). We note that 
unlike X{k), the set A(Aj,) is fairly easy to understand from a qualitative 
point of view. Indeed, the tools of p-adic (resp. real) analysis can be applied 
to the study of X{k^) for each finite (resp. real) place v. 

It should be clear to the reader from the outset that even determining 
whether X{k) is empty or not is a notoriously difficult question. It might 
be undecidable in general (the analogous question for intégral points if 
k = Q and X is not assumed to be proper is known to be undecidable, by 
Matiyasevich’s négative answer to Hilbert’s tenth problem). Understanding 
the set X{k) for varions classes of varieties whose geometry is not too intricate 
nevertheless remains a topic of very high current interest, as the huge literature 
on the arithmetic of elliptic curves clearly exemplihes. 

Quadric hypersurfaces in projective space (hereafter called quadrics) were 
the first class of varieties whose arithmetic came to be elucidated. Work 
of Legendre, Minkowski, Hilbert, and Hasse resulted in the proof by Hasse 
in 1924 of the celebrated Hasse-Minkowski theorem, according to which X{k) 
is nonempty as soon as X{Aj.) is nonempty, if A is a quadric. Hence in 
this case there is a simple criterion for deciding whether X{k) is empty; 
moreover, if X{k) is nonempty, then projection from a rational point of X 
détermines a fc-birational équivalence between X and projective space of 
dimension dim(A), so that X{k) is infinité, is dense in A(Aj,), and can be 
described straightforwardly. Note that this also settles the case of curves of 
genus 0, since such curves are canonically isomorphic to plane conics. 

Once the Hasse-Minkowski theorem was known, Hasse, and in his wake 
many more mathematicians than would be htting to list here, studied the 
validity of the implication X{Af,) yf 0 A(fc) yf 0 in a systematic fashion. 
When this implication holds for a given variety A, one says that A satisfies 
the Hasse principle. A number of classes of varieties were thus shown to satisfy 
the Hasse principle, but many counterexamples were also found, in particular 
among curves of genus 1 (by Reichardt and Lind, then by Selmer), toric 
varieties (by Hasse and Witt), compactihcations of principal homogeneous 
spaces under semisimple algebraic groups (by Serre), smooth cubic surfaces 
(by Swinnerton-Dyer, then by Cassels and Guy), surfaces endowed with a 
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pencil of curves of genus 0 (by Iskovskikh), and smooth intersections of two 
quadrics in 4-dimensional projective space (by Birch and Swinnerton-Dyer). 

The next major step towards the understanding of the Hasse principle was 
taken by Manin, who presented in his influential 1970 ICM address a general 
obstruction to the existence of rational points on arbitrary varieties. AU of the 
hitherto known counterexamples to the Hasse principle thus found themselves 
given a common explanation (except for the cubic surface of Cassels and Guy, 
which was only properly dealt with fifteen years later, by Colliot-Thélène, 
Kanevsky, and Sansuc). The obstruction considered by Manin relies on the 
interplay between global class field theory on the one hand and Brauer groups 
of schemes, which had been introduced in the sixties by Grothendieck, on the 
other hand. We shall be content with simply mentioning that Manin defines 
a closed subset A(Aj,)®‘' Ç A(Aj,) in the space of adelic points of X and 
proves that it must contain X{k). When A(Aj,)®'' is empty, one says that 
there is a Brauer-Manin obstruction to the existence of a rational point on X. 
Of course, if A(A^) is nonempty and there is a Brauer-Manin obstruction to 
the existence of a rational point on X, the Hasse principle can only fail. 

The discovery, by Reichardt, Lind, and Selmer, of counterexamples to the 
Hasse principle among curves of genus 1 over Q triggered rapid progress in the 
arithmetic theory of elliptic curves, and most notably led to the définition of 
the Tate-Shafarevich group of an elliptic curve over a number field. This group 
measures the failure of the Hasse principle for principal homogeneous spaces 
under the given elliptic curve. It is conjectured to always be finite. Assuming 
this conjecture, a classical algorithm, known as descent and developed in 
particular by Mordell, Weil, Selmer, Cassels, and Tate, gives (at least in 
theory) a way to describe the set X{k) if A is a curve of genus 1 over k. 
Namely, by applying descent, one first finds out whether X{k) is empty; if it 
is not, the choice of a rational point of X détermines, according to the Mordell- 
Weil theorem, the structure of a finitely generated abelian group on X{k), and 
descent then provides an explicit présentation of this group. Already in 1970, 
Manin saw that the theory of descent on elliptic curves could be recast in the 
framework of the Brauer-Manin obstruction. He could thus prove, assuming 
the finiteness of Tate-Shafarevich groups of elliptic curves, that if A is a curve 
of genus 1, then A(Aj,)®'' is nonempty if and only if A(fc) is nonempty. 

If, for a given variety A, one knows that the set X{k) is dense in A(A;.)®'^, 
then many qualitative questions about A(fc) can be reduced to questions 
about A(Aj,)®''. The latter are often much more tractable (and sometimes 
entirely trivial: it can happen that A(Aj,)®'' = A(Aj,) for purely algebraic 
reasons, for instance this equality holds if A is a smooth complété intersection 
of dimension > 3 in projective space). General theoretical considérations, as 
well as positive results for spécifie families of varieties, led Colliot-Thélène and 
Sansuc to conjecture in 1979 that X{k) is dense in A(Aj,)®'' as soon as A is 
a rational surface (z.e., a surface which becomes birational to the projective 



4 


General introduction 


plane after an extension of scalars). This conjecture still stands today as one 
of the most important unsolved problems in the arithmetic of surfaces. 

Rational surfaces are really the simplest of ail surfaces from the géométrie 
point of view. Despite unexpected recent progress concerning surfaces endowed 
with a pencil of curves of genus 1, the arithmetic of nonrational surfaces is so 
poorly understood on the whole that it does not even fit into a conjectural 
picture. (There are however a few important but spécifie conjectures about 
nonrational surfaces, most notably Lang’s conjectures.) The situation for 
curves of arbitrary genus is only slightly better: if X is a curve of genus > 2, 
then X (k) is known to be finite by Faltings’ theorem, but it is an open question 
whether X{k) is dense in X(Aj,)®‘' (for nonrational surfaces, X{k) need not 
be dense in A(Aj,)®''; Skorobogatov gave an example of this in 1998). 

Several methods hâve been developed to attack the question of the density 
of X{k) in A(Aj,)®‘' for various classes of varieties. One of them is the theory 
of descent on rational varieties of Colliot-Thélène and Sansuc. It mimics 
(and actually généralisés) the classical theory of descent on elliptic curves. 
When applied to a rational variety X, it reduces the study of the Brauer- 
Manin obstruction on X to the study of the Basse principle on certain 
auxiliary varieties of higher dimension whose arithmetic is hopefully easier 
to understand. One of the complété successes of this method was the proof 
in 1987, by Colliot-Thélène, Sansuc, and Swinnerton-Dyer, of the density 
of X{k) in A(Aj,)®‘' when A is a Châtelet surface, and of the Basse principle 
for smooth intersections of two quadrics in projective space of dimension > 8 
over k. The Basse principle for smooth intersections of two quadrics in 
projective space of dimension n over a number field k had previously been 
established for fc = Q and n > 12 by Mordell in 1959, and for fc = Q and 
n > 10 by Swinnerton-Dyer in 1964. (Conjecturally it holds for any number 
field k and any n > 5.) Châtelet surfaces are the simplest nontrivial conic 
bundle surfaces (7e., the simplest nontrivial rational surfaces which carry a 
pencil of curves of genus 0). The number of singular géométrie fibres in the 
conic bundle structure of a Châtelet surface is exactly four. By 1991, thanks 
to a number of other results of Colliot-Thélène, Skorobogatov, and Salberger, 
it was known that X{k) is dense in A(A^)®'^ if A is a conic bundle surface 
with at most five singular géométrie fibres. More complicated conic bundle 
surfaces hâve so far resisted ail attempts at studying their rational points, 
except for a spécifie family of conic bundles with six singular géométrie fibres, 
by Swinnerton-Dyer in 1999. As soon as the number of singular géométrie 
fibres exceeds 7, if A is a conic bundle surface such that X{k) ^ 0, one does 
not even know that X{k) is dense in A for the Zariski topology. 

It is possible to obtain much stronger results about the arithmetic of conic 
bundle surfaces if one accepts Schinzel’s hypothesis (B). This hypothesis is 
a conjecture on the existence of prime values of polynomials with integer 
coefficients, which subsumes in particular the twin prime conjecture; its 
quantitative version, due to Bateman and Born, is supported by compelling 
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numerical evidence. The relevance of Schinzel’s hypothesis to the study of 
rational points on conic bundle surfaces, at least over Q, was first noticed 
by Colliot-Thélène and Sansuc, around 1978. In 1992, Serre proved the 
density of X{k) in X(Aj,)®'' for arbitrary conic bundle surfaces over arbitrary 
number fields, under (H). Thus the conjecture of Colliot-Thélène and Sansuc 
mentioned above is known to hold, under (H), for a substantial class of rational 
surfaces. What are the remaining cases ? According to Enriques, Manin, and 
Iskovskikh, any rational surface is, up to fc-birational équivalence, either a 
conic bundle surface or a del Pezzo surface. With each del Pezzo surface 
is associated an integer comprised between 1 and 9, called the degree; the 
lower the degree, the more complex the surface. From a qualitative point of 
view, the arithmetic of del Pezzo surfaces of degree > 5 is featureless. Indeed, 
for such surfaces, the set X{k) is dense in X{Af.) (in particular the Hasse 
principle holds), by theorems of Manin and Swinnerton-Dyer (proven in 1966 
and 1970). Del Pezzo surfaces of degree 3 or 4 are very familiar objects: the 
del Pezzo surfaces of degree 3 (resp. 4) are exactly the smooth cubic surfaces 
(resp. the smooth intersections of two quadrics in 4-dimensional projective 
space). They do not satisfy the Hasse principle in general. Some del Pezzo 
surfaces of degree 4 are at the same time conic bundle surfaces. These conic 
bundle surfaces necessarily hâve four singular géométrie fibres, so that the 
results discussed in the previous paragraph are applicable to them. However, 
most del Pezzo surfaces of degree 4 do not enjoy such a structure, and their 
arithmetic seems to be entirely unapproachable by the method of descent. 

One of the main goals of this monograph is to establish, for the first 
time, positive results on the Hasse principle for general del Pezzo surfaces 
of degree 4. We shah take advantage of the abundance of curves of genus 1 
lying on del Pezzo surfaces of degree 4. Because of this, we hâve to assume 
the finiteness of Tate-Shafarevich groups of elliptic curves over number fields. 
We also hâve to assume (H). Hopefully these assumptions are somewhat 
compensated for by the generality of our conclusions: only finitely many 
explicit exceptional families of del Pezzo surfaces of degree 4 évadé our 
analysis. As a corollary of these results, we prove, again under (H) and the 
finiteness of Tate-Shafarevich groups, but this time without exceptions, that 
smooth intersections of two quadrics in n-dimensional projective space satisfy 
the Hasse principle, over any number field and for any n > 5. 

Swinnerton-Dyer introduced in 1993 a new technique for dealing with sur¬ 
faces which carry a pencil of curves of genus 1. It was greatly refined by Colliot- 
Thélène, Skorobogatov, and Swinnerton-Dyer in 1998, and has already been 
the key to a number of spectacular results. Swinnerton-Dyer’s initial purpose 
was the study, under (H) and assuming the finiteness of Tate-Shafarevich 
groups, of del Pezzo surfaces of degree 4 defined by simultaneously diagonal 
quadratic forms (these constitute an exceptional family of del Pezzo surfaces 
of degree 4). In 2001, Swinnerton-Dyer was able to prove the Hasse principle 
for most diagonal cubic surfaces over Q (these form an exceptional family of 
del Pezzo surfaces of degree 3), assuming the finiteness of Tate-Shafarevich 
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groups but not (H). Even the arithmetic of some nonrational surfaces could 
be tackled. The first results in this connection were obtained by Colliot- 
Thélène, Skorobogatov, and Swinnerton-Dyer in 1998. Shortly afterwards, 
Swinnerton-Dyer successfully studied a family of diagonal quartic surfaces 
(these are Ki surfaces), under (H) and the finiteness of Tate-Shafarevich 
groups, and in 2005, Skorobogatov and Swinnerton-Dyer established the Hasse 
principle for a class of Kummer surfaces, assuming the finiteness of Tate- 
Shafarevich groups but not (H). 

We shah need to develop this technique further before we can look into 
del Pezzo surfaces of degree 4. The first two chapters of this volume are thus 
devoted to (not necessarily rational) surfaces endowed with a pencil of curves 
of genus 1; we refer the reader to their respective introductions for more details 
about their contents and their originality. The third chapter deals with del 
Pezzo surfaces of degree 4 and intersections of two quadrics. The results of the 
second chapter are a major ingrédient in the proof of the main theorems of 
the third chapter, but quite a sizeable amount of additional work is required. 
Indeed the results of the first two chapters cannot be applied to a general 
del Pezzo surface of degree 4. We shall apply them to certain nonrational 
surfaces of Kodaira dimension 1 built out of del Pezzo surfaces of degree 4, 
following an ingénions construction of Swinnerton-Dyer that he introduced 
in 2000. Another ingrédient is a theorem of general interest (also established 
in the third chapter) about the so-called “vertical” Brauer-Manin obstruc¬ 
tion for fibrations over projective space, which extends a previous resuit of 
Colliot-Thélène, Skorobogatov, and Swinnerton-Dyer about fibrations over 
the projective line. The passage from dimension 1 to dimension > 1 is not a 
formality; our proof rests on a recent theorem of Harari. 
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Le thème de cet ouvrage est l’étude qualitative des points rationnels des 
variétés algébriques définies sur un corps de nombres. Dans les deux premiers 
chapitres nous considérons les surfaces munies d’un pinceau de courbes de 
genre 1. Le troisième chapitre, qui repose sur le second, est quant à lui 
consacré aux intersections de deux quadriques et en particulier aux surfaces 
de del Pezzo de degré 4. Il est possible de lire le troisième chapitre après avoir 
seulement pris connaissance des énoncés du second. La lecture détaillée du 
second chapitre présuppose néanmoins celle du premier chapitre. 

Les quelques paragraphes qui suivent ont pour but d’énoncer les deux 
résultats principaux de ce travail, après avoir rappelé le contexte dans lequel 
ils se placent. Il est impossible de donner une vue d’ensemble raisonnablement 
complète des questions, conjectures, théorèmes et méthodes qui interviennent 
dans l’étude qualitative des points rationnels des variétés algébriques sur les 
corps de nombres sans que l’exposé ne prenne de proportions incongrues. Nous 
nous sommes donc borné à décrire les résultats directement liés aux problèmes 
abordés dans cet ouvrage. Le lecteur trouvera de très nombreux compléments 
dans les articles de synthèse [12], [13], [15], [38], [54], [76] ainsi que dans le 
livre [68]. 

Soient k un corps de nombres et X une variété algébrique propre, lisse 
et géométriquement connexe sur k. Les premières questions qualitatives qui 
viennent à l’esprit lorsqu’on considère l’ensemble X(fc) des points rationnels 
de X sont les suivantes : cet ensemble est-il non vide ? est-il infini ? est-il dense 
dans X pour la topologie de Zariski ? existe-t-il un algorithme (au sens de 
Turing), aussi inefficace soit-il, qui puisse répondre à chacune de ces questions 
en temps fini pour tout X ? Rappelons que les travaux de Matiyasevich et de 
ses prédécesseurs sur le dixième problème de Hilbert concernaient les solutions 
entières à des systèmes d’équations polynomiales à coefficients entiers ; ils ont 
établi qu’aucun algorithme ne peut déterminer systématiquement si de telles 
solutions existent. Le problème analogue avec des coefficients rationnels est 
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une question ouverte (l’avis selon lequel sa réponse est négative n’est d’ailleurs 
pas universellement partagé). 

Pour qu’il existe un point rationnel sur X, il est évidemment nécessaire 
que X(fc„) ^ 0 pour toute place v G fl, où fl désigne l’ensemble des places 
de k et le complété de k en v. Lorsque cette condition est suffisante, 
c’est-à-dire lorsque ^ ^ X(fc) ^ 0, on dit que la variété X 

satisfait au principe de Hasse. C’est en effet Hasse qui, le premier, étudia 
systématiquement la validité de cette implication. Il démontra notamment, 
dans la lignée des travaux de Legendre et de Minkowski, le célèbre théorème 
de Hasse-Minkowski : toute quadrique sur k satisfait au principe de Hasse. 

Pendant la cinquantaine d’années qui suivirent cette découverte, le prin¬ 
cipe de Hasse fut établi pour de nombreuses classes de variétés, par des 
auteurs encore plus nombreux ; dans le même temps, on vit apparaître toute 
une série d’exemples de variétés pour lesquelles le principe de Hasse est en 
défaut. Le premier fut donné par Hasse lui-même. Il y en eut notamment 
parmi les courbes de genre I (Reichardt et Lind, puis Selmer), parmi les 
compactifications lisses d’espaces principaux homogènes sous des groupes algé¬ 
briques semi-simples (Serre), parmi les surfaces cubiques lisses (Swinnerton- 
Dyer, puis Cassels et Guy), parmi les surfaces fibrées en coniques au-dessus 
de Pj, (Iskovskikh) et parmi les intersections lisses de deux quadriques dans 
(Birch et Swinnerton-Dyer). 

Manin mit un terme à cette situation inconfortable en 1970 : il dégagea 
une condition nécessaire toute générale et cependant non triviale à la validité 
du principe de Hasse, depuis lors connue sous le nom d’obstruction de Brauer- 
Manin (cf. [49]). Cette obstruction permit d’expliquer tous les contre-exemples 
au principe de Hasse connus à cette date (excepté celui de Cassels et Guy, qui 
dut attendre une quinzaine d’années). 

L’obstruction de Brauer-Manin se définit comme suit. Soit Br(X) le groupe 
de Brauer cohomologique de X, défini par Grothendieck (cf. [30]) ; si k(X) 
désigne le corps des fonctions de X, le groupe Br(X) n’est autre que le sous- 
groupe du groupe de Brauer usuel Br(K(X)) constitué des classes d’algèbres 
centrales simples sur k(X) qui admettent (en un certain sens) une bonne 
spécialisation en tout point de X. Si ^ est une extension de Â: et P G X(é), 
on note A i—>■ A(P) la flèche Br(X) —>■ Br(t') de spécialisation (ou encore : 
d’évaluation) en P, où Br(é) est le groupe de Brauer usuel du corps i. La 
théorie du corps de classes local fournit une injection inv„ : Br(fc„) ^ Q/Z 
pour toute place v € fl. Grâce à la propreté de X, on peut montrer que 
pour tout A G Br(X), il existe un ensemble fini S C fl tel que pour tout 
U G n \ S et tout P G X(fc„), on ait A(P) = 0. Geci donne un sens à la somme 
A(P„) G Q/Z pour tout A G Br(X) et tout (P„)„gn G MK)- 
Lorsque, pour une famille (P„)„gQ donnée, cette somme est nulle pour tout 
A G B, où B est un sous-groupe de Br(X), on dit que la famille (P„)„gn est 
orthogonale au groupe B. L’observation de Manin fut la suivante : l’image de 
tout point rationnel de X par l’inclusion diagonale X(Â:) C nî;en^(^t>) ®st 
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orthogonale à Br(X). Cela résulte immédiatement de ce que la suite exacte 


0-^Br(fc) 


0Br(fcJ^^-^Q/Z-^0, 


issue de la théorie du corps de classes global, est un complexe. Autrement 
dit, notant A;, l’algèbre des adèles de k (de sorte que X(fcJ = X(Afc) 

puisque X est propre) et X(Aj,)® le sous-ensemble de X(A^) constitué des 
familles orthogonales à B, on a toujours X(A:) C X(Aj,)®. En particulier, si 
X(Aj,)® = 0, alors X(fc) = 0 ; on dit dans ce cas qu’z7 y a une obstruction de 
Brauer-Manin à l’existence d’un point rationnel sur^ (associée à Bj. 

Une fois cette obstruction définie, il est naturel de se demander pour 
quelles variétés l’absence d’obstruction de Brauer-Manin suffit à assurer 
l’existence d’un point rationnel. Autrement dit, il s’agit d’étudier la validité 
de l’implication X(Aj,)®‘'*^^^ ^ 0 ^ X(fc) ^ 0. Notons que celle-ci nous 
renseigne non seulement sur l’existence d’un point rationnel sur X, mais aussi 
sur la question algorithmique mentionnée précédemment ; en effet, comme le 
remarque Poonen (cf. [55, Remark 5.3]), il existe un algorithme permettant 
de déterminer si X(fc) est vide pour toutes les variétés X pour lesquelles 
X(Afc)i^^(^) ^ 0 ^ X{k) ^ 0. 

Il n’est pas difficile de voir que X(Aj,)®''(^^ est un fermé de X(Aj,). 
L’adhérence X(Â:) de X(fc) dans X(Aj,) est donc incluse dans X(A;.)®''(^y 
La question la plus pertinente semble être la suivante : pour quelles variétés 
a-t-on X(fc) = X(Aj,)®''(^^ ? Il a toujours été clair que cette égalité ne devait 
pas être satisfaite en général (cela contredirait la conjecture selon laquelle 
les points rationnels ne sont jamais Zariski-denses sur une variété de type 
général) mais ce n’est que relativement récemment que le premier contre- 
exemple fut exhibé (cf. [67] ; il s’agit d’un contre-exemple tel que X(Â:) = 0 
mais X(Aj,)®‘'*^^^ 0)- H existe néanmoins plusieurs classes intéressantes de 

variétés pour lesquelles il est conjecturé que X(fc) = X(Aj,)®''(^^ ; nous en 
citerons quelques-unes ci-dessous. 

Voici ce qui est connu au sujet des points rationnels sur les courbes, du 
point de vue qualitatif. Si X est une courbe de genre 0, c’est une conique 
plane, de sorte que X(Â:) = X(Aj,). En particulier, le principe de Basse est 
satisfait, l’ensemble X(fc) est infini s’il est non vide, et l’on peut décider 
algorithmiquement l’existence d’un point rationnel sur X. Si X est une courbe 
de genre 1, c’est un torseur sous une courbe elliptique. Manin a reformulé la 
théorie de la descente sur les courbes elliptiques en termes de l’obstruction 
de Brauer-Manin {via un résultat de Cassels), ce qui lui a permis d’établir 
l’implication X(Aj,)®''(^) ^ 0 X(A:) ^ 0 en supposant le groupe de Tate- 

Shafarevich de la jacobienne de X fini. (Plus généralement, Wang a étudié la 
validité de l’égalité X(k) = X(Aj,)®''(^b) Si X est une courbe de genre ^ 2, 
le théorème de Faltings assure que l’ensemble X(fc) est fini. Divers auteurs 
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conjecturent que ^ 0 X{k) ^ 0 (et en particulier que l’on peut 

décider algorithmiquement l’existence d’un point rationnel sur X). D’autre 
part, si l’on admet une version effective de la conjecture abc, on dispose d’un 
algorithme permettant d’établir la liste de tous les éléments de X(fc). 

Après les courbes viennent les surfaces. Compte tenu du principe général, 
remontant à Weil, selon lequel l’arithmétique d’une variété est gouvernée par 
sa géométrie, il est raisonnable de se limiter dans un premier temps aux sur¬ 
faces dont la géométrie est la plus simple, à savoir celles qui sont rationnelles 
(sous-entendu, géométriquement). Il s’avère que les trois conditions X{k) ^ 0, 
X(A^)®''(^^ ^ 0 et X{k) = X(A^)®''(^) sont des invariants fc-birationnels des 
variétés propres et lisses sur k. Par ailleurs, Enriques, Iskovskikh et Manin ont 
établi une classification des surfaces rationnelles à équivalence fc-birationnelle 
près (cf. [40]) : toute surface rationnelle sur k est fc-birationnelle à une surface 
de del Pezzo (c’est-à-dire à une surface propre et lisse de faisceau anti¬ 
canonique ample) ou à un fibré en coniques au-dessus d’une conique. Il suffit 
donc de s’intéresser à ces deux familles de surfaces rationnelles. 

Supposons que X soit une surface rationnelle de l’un de ces deux types. On 
appelle degré de X, et l’on note d, le nombre d’auto-intersection du faisceau 
canonique de X. Si X est une surface de del Pezzo, alors 1 ^ d ^ 9 ; si X 
est un fibré en coniques au-dessus d’une conique avec r fibres géométriques 
singulières, alors d = 8 — r (de sorte que d ^ 8 et qu’il n’y a pas de borne 
inférieure pour d). Manin et Swinnerton-Dyer ont résolu toutes les questions 
qualitatives concernant l’ensemble X(fc) lorsque d ^ 5 (cf. [48] et [71]). 
Il résulte en effet de leurs travaux que l’on a toujours X{k) = X(A;.) si d ^ 5 ; 
en particulier, le principe de Hasse est vérifié. 

Restent les surfaces fibrées en coniques au-dessus d’une conique avec r ^ 4 
fibres géométriques singulières et les surfaces de del Pezzo de degré d ^ 4. 
Le meilleur résultat connu à ce jour concernant les points rationnels des 
surfaces fibrées en coniques au-dessus d’une conique est dû à Colliot-Thélène, 
Salberger, Sansuc, Skorobogatov et Swinnerton-Dyer, qui établirent l’égalité 
X(fc) = X(Aj,)®''(^^ dès que r ^ 5 (c’est-à-dire d ^ 3). La démonstration 
en est extrêmement subtile (cf. [18], [19], [11], [57], [58]); notamment, le cas 
particulier des surfaces de Châtelet (cas où X est de degré 4 mais n’est pas une 
surface de del Pezzo) fut l’un des grands succès de la théorie de la descente de 
Colliot-Thélène et Sansuc. Swinnerton-Dyer a par ailleurs obtenu des résultats 
pour certaines surfaces fibrées en coniques au-dessus d’une conique avec six 
fibres géométriques singulières (cf. [68, §7.4]). 

Soit X une surface de del Pezzo de degré d < 4. Si d ^ 3, le faisceau 
anti-canonique de X est très ample et permet de voir X comme une surface 
de degré d dans ; les surfaces de del Pezzo de degré 3 sont exactement 
les surfaces cubiques lisses et les surfaces de del Pezzo de degré 4 sont les 
intersections lisses et de codimension 2 de deux quadriques dans P| (cf. [48, 
p. 96]). Ainsi les exemples de Swinnerton-Dyer, Cassels et Guy puis Birch 
et Swinnerton-Dyer montrent-ils que le principe de Hasse peut être en défaut 
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pour les surfaces de del Pezzo de degré 3 et 4 (et a fortiori pour les surfaces de 
del Pezzo de degré 2 : il suffit d’éclater un point de degré 2 sur une surface de 
del Pezzo de degré 4 qui est un contre-exemple au principe de Hasse). Salberger 
et Skorobogatov [58] ont établi que si d = 4 et si X(Â:) 0, alors X(fc) = 

X(Aj,)®''(^^. C’est le seul résultat véritablement général dont on dispose à 
l’heure actuelle pour les surfaces de del Pezzo de degré ^ 4 ; il ne dit rien sur 
l’implication X(Aj,)®‘'(^) ^ 0 X(fc) ^ 0 , qui n’est connue que dans très 
peu de cas (dont nous dresserons la liste plus bas lorsque d = 4). 

Suite à leurs travaux sur la descente pour les variétés rationnelles, Colliot- 
Thélène et Sansuc ont conjecturé en 1979 que l’égalité X(Â:) = X(A^)®''(^) 
vaut pour toute surface rationnelle X (et même pour toute variété rationnelle, 
cf. [12, p. 319]). Comme il ressort des deux paragraphes qui précèdent, on est 
encore très loin de savoir établir cette conjecture. 

La situation est déjà plus favorable si l’on admet l’hypothèse de Schinzel 
(cf. [59]). Il s’agit d’une conjecture hardie englobant notamment la conjecture 
des nombres premiers jumeaux. Elle s’énonce ainsi : si G Z[t] sont 

des polynômes irréductibles de coefficients dominants positifs et s’il n’existe 
pas d’entier n > 1 divisant Y[i=iPii''^) POur tout m G Z, alors il existe une 
infinité de m G Z tels que les entiers Pi (m), ..., Pg{m) soient tous des nombres 
premiers. Le cas où s = 1 et deg(p]^) = 1 est un théorème bien connu de 
Dirichlet. Hasse s’en servit pour démontrer le théorème de Hasse-Minkowski ; 
en 1978, Colliot-Thélène et Sansuc remarquèrent qu’un argument similaire 
à celui employé par Hasse permet d’établir l’existence de points rationnels 
sur certaines surfaces fibrées en coniques au-dessus de Pq, à condition de 
remplacer le théorème de Dirichlet par l’hypothèse de Schinzel (cf. [17]). 
En 1992, Serre généralisa ce résultat et prouva : si X est une surface fibrée 
en coniques au-dessus d’une conique et si l’on admet l’hypothèse de Schinzel, 
alors X(Â:) = X(Aj,)®‘'(^^ (cf. [62, Chapitre 2, Annexe, Théorème 7.6] et [23, 
§4] ; le corps de nombres k est ici quelconque). Ainsi, sous l’hypothèse de 
Schinzel, les seules surfaces rationnelles pour lesquelles il reste à établir que 
X(fc) = X(Aj,)®''(^^ sont les surfaces de del Pezzo de degré 1, 2, 3 et 4. 

La preuve de l’implication X(Aj,)®''(^) 0 X(fc) ^ 0 lorsque X est 

un fibré en coniques au-dessus d’une conique, sous l’hypothèse de Schinzel, 
consiste à trouver un point rationnel de la conique de base au-dessus duquel la 
fibre de X possède un fc„-point pour toute place u G H. Il apparut bientôt que la 
démonstration de l’existence de telles fibres à partir de l’hypothèse de Schinzel 
fonctionnait pour de nombreuses fibrations au-dessus de P^, sans aucune 
restriction sur la géométrie des fibres lisses ; ceci fut formalisé par Colliot- 
Thélène, Skorobogatov et Swinnerton-Dyer dans [22]. Lorsque les fibres lisses 
satisfont au principe de Hasse et que les fibres singulières possèdent une 
composante irréductible de multiplicité 1 déployée par une extension abélienne 
du corps de base, on obtient ainsi l’implication X(Aj,)®''(^^ ^ 0 X{k) ^ 0 
pour l’espace total de la fibration considérée. 
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En 1993, Swinnerton-Dyer réussit le tour de force de combiner l’argument 
que l’on vient d’évoquer avec un processus de 2-descente sur une courbe 
elliptique variable afin d’établir le principe de Hasse pour certaines surfaces de 
del Pezzo de degré 4 sur Q munies d’une fibration en courbes de genre 1 au- 
dessus de Pq, en admettant l’hypothèse de Schinzel et la finitude des groupes 
de Tate-Shafarevich des courbes elliptiques sur Q (cf. [73]). Si tt: X —>• Pg est 
une fibration en courbes de genre 1 et de période 2 et si 6 G P^(Q) est tel 
que la fibre Xf, soit lisse et admette un fc„-point pour tout u G fl, il se peut 
très bien que Xj n’ait aucun point rationnel ; mais Swinnerton-Dyer parvint 
à trouver de tels b pour lesquels le sous-groupe de 2-torsion du groupe de 
Tate-Shafarevich de la jacobienne de X^ est nul, ce qui force Xj, à contenir 
un point rationnel. Colliot-Thélène, Skorobogatov et Swinnerton-Dyer [21] 
généralisèrent l’argument de Swinnerton-Dyer [73] à tout corps de nombres 
et le formulèrent de manière que la donnée de départ soit une fibration en 
courbes de genre 1 abstraite (alors que Swinnerton-Dyer considérait une 
famille particulière de fibrations). Dans le cas où X est une surface de del 
Pezzo de degré 4, ils purent ainsi établir le principe de Hasse pour X, sous 
l’hypothèse de Schinzel et la finitude des groupes de Tate-Shafarevich des 
courbes elliptiques sur k, lorsque X est une intersection suffisamment générale 
(en un sens explicite) de deux quadriques simultanément diagonales dans P|. 

Des idées similaires (mais plus délicates) permirent à Swinnerton-Dyer de 
démontrer le principe de Hasse pour une large classe de surfaces cubiques 
diagonales sur Q, en supposant la finitude des groupes de Tate-Shafarevich 
des courbes elliptiques mais non l’hypothèse de Schinzel (cf. [75] ; l’hypothèse 
de Schinzel est remplacée par le théorème de Dirichlet, qui suffit dans le cas 
considéré). 

De manière assez inattendue, le théorème principal de [21] et ses variantes 
s’appliquent également à des surfaces qui ne sont pas rationnelles, par exemple 
des surfaces K3. Swinnerton-Dyer prouva ainsi le principe de Hasse pour 
une famille de surfaces quartiques diagonales, sous l’hypothèse de Schinzel 
et la finitude des groupes de Tate-Shafarevich (cf. [74]). Plus récemment, et 
malgré des difficultés techniques formidables, Skorobogatov et Swinnerton- 
Dyer [69] ont pu démontrer le principe de Hasse pour certaines surfaces 
de Kummer, en admettant la finitude des groupes de Tate-Shafarevich des 
courbes elliptiques sur k mais non l’hypothèse de Schinzel (remplacée par le 
théorème de Dirichlet). 

Pour ce qui est des variétés de dimension > 2, il est difficile à l’heure 
actuelle d’entamer une étude systématique des propriétés qualitatives de 
l’ensemble de leurs points rationnels, pour la simple raison que la classification 
géométrique des variétés à étudier n’est pas encore assez aboutie (et même 
dans les cas où elle est comprise, elle nécessiterait d’être précisée du point 
de vue /c-birationnel pour k non algébriquement clos). On peut néanmoins 
considérer des variétés qui sont « simples » d’un certain point de vue ; par 
exemple, de nombreux résultats ont été obtenus par divers auteurs pour les 
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compactifications lisses d’espaces homogènes sous des groupes algébriques 
linéaires ou, dans une autre direction, pour les espaces totaux des fibrations 
au-dessus de dont les fibres vérifient l’égalité X(A:) = Le lec¬ 

teur trouvera dans [12] une conjecture prédisant l’égalité X{k) = X(Aj,)®''(^) 
pour une large classe de variétés non nécessairement rationnelles qui englobe 
notamment les surfaces fibrées en courbes de genre 1 étudiées dans [21]. 
Une autre possibilité est de considérer les variétés projectives définies par 
les équations les plus simples possibles : après les quadriques, qui satisfont au 
principe de Hasse, se trouvent les intersections de deux quadriques dans P^, 
puis les hypersurfaces cubiques, etc. Pour chaque tel type de variété projective, 
la théorie analytique des nombres permet d’établir le principe de Hasse si n 
est assez grand, avec une borne explicite, au moins lorsque k = Q. Toute la 
difficulté est de s’approcher de la valeur minimale de n. 

Soient n > 4 et X une intersection lisse de deux quadriques dans P^. 
Comme on l’a vu, il est conjecturé que X(fc) = X(Aj,)®''(^^ lorsque n = 4; 
cette conjecture implique que X{k) = X(Aj,) pour n ^ 5 (cf. [35]). Les deux 
assertions sont connues lorsque X(Â:) ^ 0, de sorte que seul le principe de 
Hasse reste à étudier. Voici ce que l’on en sait. En 1959, Mordell [52] démontra 
le principe de Hasse pour X lorsque n ^ 12 et fc = Q. En 1964, Swinnerton- 
Dyer [70] l’établit pour n ^ 10 et fc = Q (cf. également [19, Remark 10.5.2]). 
En 1971, Cook [25] y parvint pour n > 8 et fc = Q lorsque X est une inter¬ 
section lisse de deux quadriques simultanément diagonales dans P^. En 1987, 
pour k arbitraire, Colliot-Thélène, Sansuc et Swinnerton-Dyer obtinrent le 
principe de Hasse pour X lorsque n ^ 8 ainsi que dans quelques cas particuliers 
concernant les intersections de deux quadriques qui contiennent soit deux 
droites gauches conjuguées, soit une quadrique de dimension 2 (cf. [18], [19]). 
Par la suite, Debbache (non publié) démontra le principe de Hasse pour X 
lorsque n ^ 7 et que X est inclus dans un cône quadratique et Salberger (non 
publié) prouva que X(Aj,)®''(^) ^ 0 X(fc) ^ 0 pour n ^ 4 si X contient une 
conique (ce qui revient, pour n = 4, à demander que X admette une structure 
de übré en coniques sur P),). Si n = 4 et que le groupe de Picard de X est de 
rang 1 (c’est-à-dire lorsque X n’est ni l’éclaté d’une surface de del Pezzo de 
degré ^ 5 (auquel cas il n’y aurait rien à démontrer) et que X n’est pas un 
übré en coniques sur P^), le seul autre résultat connu est celui, déjà cité, de 
Colliot-Thélène, Skorobogatov et Swinnerton-Dyer, qui établissent le principe 
de Hasse pour les intersections suffisamment générales de deux quadriques 
simultanément diagonales dans P|, sous l’hypothèse de Schinzel et la finitude 
des groupes de Tate-Shafarevich. 

Les deux résultats principaux du présent travail sont les suivants. 

Théorème (cf. théorème 3.3) — Admettons l’hypothèse de Schinzel et la 
finitude des groupes de Tate-Shafarevich des courbes elliptiques sur les corps 
de nombres. Soit n ^ 5. Toute intersection lisse de deux quadriques dans P’f 
satisfait au principe de Hasse. 
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Si X est une surface de del Pezzo de degré 4 sur k, choisissons des formes 
quadratiques homogènes qi et <72 en cinq variables telles que X soit isomorphe 
à la variété projective d’équations Qi = q 2 = 0. Numérotons les cinq racines du 
polynôme homogène / (A, /i) = det(A( 7 ]^ + 7 x 52 ) dans un corps de décomposition 
k'/k et notons G C 65 le groupe de Galois de k' sur k. La classe de conjugaison 
du sous-groupe G C 65 ne dépend que de X. De plus, il est possible de 
diagonaliser d’autant plus de variables simultanément dans qi et <72 que le 
polynôme / admet de racines /c-rationnelles. A l’extrême, le polynôme / 
est scindé si et seulement s’il existe une base dans laquelle q^ et (72 sont 
simultanément diagonales. 

Théorème (cf. théorème 3.2) — Admettons l’hypothèse de Schinzel et la 
finitude des groupes de Tate-Shafarevich des courbes elliptiques sur les corps 
de nombres. Soit X une surface de del Pezzo de degré 4 sur k. Dans chacun 
des cas suivants, X satisfait au principe de Basse : 

- le sous-groupe G C 65 est 3-transitif (i.e. G = 2 I 5 ou G = 6^) ; 

- le polynôme f admet exactement deux racines k-rationnelles et d’autre 
part Br(X)/Br(fc) = 0; 

- le polynôme f est scindé et Br(X)/Br(fc) = 0. 

Ge théorème est le premier résultat positif concernant l’arithmétique des 
surfaces de del Pezzo de degré 4 générales (l’égalité G = 65 est en effet 
satisfaite « en général »). Néanmoins son intérêt ne se limite pas à de telles 
surfaces : même dans le cas simultanément diagonal, ce théorème généralise 
strictement le résultat de Colliot-Thélène, Skorobogatov et Swinnerton-Dyer 
mentionné précédemment. 

Les conditions suffisantes qui figurent dans l’énoncé du théorème ne sont 
qu’un échantillon ; en réalité, pour toute classe de conjugaison ^ de sous- 
groupes de © 5 , nous obtenons le principe de Basse dès que X est suffisamment 
générale (en un sens explicite) parmi les surfaces de del Pezzo de degré 4 pour 
lesquelles G G 

Nous déduisons le premier théorème du second. La preuve de celui-ci 
repose entre autres sur une généralisation convenable de la méthode introduite 
par Swinnerton-Dyer [73] et développée par Golliot-Thélène, Skorobogatov 
et Swinnerton-Dyer [21] permettant d’étudier l’arithmétique des surfaces 
munies d’un pinceau de courbes de genre 1 , sur une construction suggérée 
par Swinnerton-Dyer [1, § 6 ] et sur un théorème récent d’Harari [34]. 
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Si M est un groupe abélien (ou un objet en groupes abéliens dans une 
certaine catégorie) et n un entier naturel, on note respectivement „M et M/n 
le noyau et le conoyau de l’endomorphisme de multiplication par n. Plus 
généralement, si / : M —>■ N est un homomorphisme de groupes, on note parfois 

le noyau de /. Si p est un nombre premier, M{p} désigne le sous-groupe 
de torsionp-primaire de M. Le sous-groupe de M engendré par est 

noté (x^, ..., x^) ; les x^ peuvent être des éléments ou des parties de M. 

Si k est un corps et k' ^ k" sont deux extensions quadratiques ou triviales 
de k (ou plus généralement multiquadratiques), on note k'k" l’extension 
composée de k'/k et k"/k (dans un corps arbitraire contenant k' et k")-, 
elle est bien définie à isomorphisme près. Étant donnés un corps k et une 
propriété (P) des extensions de fc, on dira qu’une extension f/fc est la plus 
petite extension satisfaisant à (P) si elle satisfait à (P) et si d’autre part elle 
se plonge dans toute extension de k satisfaisant à (P). 

Soit X un schéma. Le corps résiduel d’un point a: G X est noté k{x). Si X est 
intègre, le corps des fonctions rationnelles sur X est noté k(X). On emploiera 
parfois la notation {a;} pour désigner le schéma Spec(K(a;)). Un point a: G X 
est régulier si l’anneau local ^ est régulier ; il est singulier sinon. De même, 
le schéma X est dit singulier s’il n’est pas régulier. Si R —>■ S est un morphisme 
d’anneaux (que l’on suppose toujours commutatifs et unitaires) et si X est un 
R-schéma, on notera Xtgij^S ou parfois X 5 (si aucune confusion n’est possible) 
le S-schéma X Xgpg(,(j^) Spec(S). Si / : X —>■ S est un morphisme de schémas 
et si s G S, on notera X^ = f~^{s) la fibre de / en s. L’ensemble des points 
de codimension 1 d’un schéma X est noté X^^^. Une variété sur un corps k 
est, par définition, un fc-schéma de type fini. Une eourbe (resp. surface) est 
une variété de dimension 1 (resp. 2). Une variété X est dite rationnelle si elle 
devient birationnelle à l’espace projectif après une extension des scalaires ; 
pour signifier que X est birationnelle à l’espace projectif sur le corps de base, 
on dira qu’elle est fc-rationnelle. Enfin, lorsqu’on parlera de pinceaux sur une 
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variété, il s’agira de pinceaux linéaires (c’est-à-dire de systèmes linéaires de 
dimension 1 ). 

Pour tout schéma intègre S, on note 0, l,oo G Pg les points de P^(k(S)) 
de coordonnées homogènes respectives [1 : 0 ], [1 : 1 ], [0 : 1 ], ce qui détermine 
une immersion ouverte Ag ^ Pg fonctorielle en S ainsi qu’un isomorphisme 
k(P^) = k{t) pour tout corps k. 

L’expression « faisceau étale sur X » désigne un faisceau sur le petit site 
étale du schéma X. La cohomologie employée sera toujours la cohomologie 
étale (ou la cohomologie galoisienne), de sorte qu’on ne la précisera pas en 
indice. Si /: X —>■ Y est un morphisme de schémas et ^ un faisceau étale 
sur Y, on notera parfois H"(X, le groupe H"(X,/*^) (en particulier 
lorsque / est une immersion ouverte). Le foncteur de Picard relatif d’un 
morphisme de schémas / : X —>■ Y est noté Pic^/Y J on ne le considérera que 
comme un faisceau étale sur Y, et en tant que tel, il coïncide avec 
calculé pour la topologie étale, lorsque / est propre (cf. [5, p. 203]). Si S est 
un schéma et G un S-schéma en groupes, on réserve le terme « torseur » pour 
désigner les espaces principaux homogènes sous G qui sont des S-schémas. 
Enfin, si G est un schéma en groupes lisse et de type fini sur S, on appelle 
composante neutre de G l’unique sous-schéma en groupes ouvert de G à fibres 
connexes (cf. [EGA IV 3 , 15.6.5]). 

Le groupe de Brauer d’un schéma X (ou d’un anneau X), noté Br(X), 
est son groupe de Brauer cohomologique H^(X, G,„) (cf. [30], [31]). Nous 
renvoyons à [23, §1] pour les propriétés de base du groupe de Brauer et pour 
les notions associées de ramification et de résidus. Si X est une variété sur k, 
nous commettrons l’abus consistant à noter Br(X)/Br(fc) le conoyau de la 
flèche naturelle Br(fc) —>■ Br(X), qui n’est pas nécessairement injective. Etant 
donné un morphisme de schémas / : X —>■ Y avec Y intègre, le groupe de 
Brauer vertical de X, noté Br^g,.j(X), est le sous-groupe de Br(X) constitué 
des classes dont la restriction à la fibre générique de / appartient à l’image 
de la flèche naturelle Br( 77 ) —>■ Br(X,^), où p est le point générique de Y ; 
et le groupe de Brauer horizontal de X est Brj,Q,.(X) = Br(X)/Bryg,.j(X). Il 
existe donc une injection naturelle Br|jQ,.(X) ^ Br|jQ,.(X,j) = Br(X^)/Br(? 7 ). 

Soient enfin X une variété sur un corps k de caractéristique 0 et fc une clôture 
algébrique de k. Le groupe de Brauer algéhrigue de X, noté Br]^(X), est le 
noyau de l’application naturelle Br(X) —>■ Br(X^). Par ailleurs, si X est lisse 
et connexe, une classe A G Br(K(X)) sera dite géométriquement non ramifiée 
si son image dans Br(K(X) 0 ^, k) appartient au sous-groupe Br(Xj;). Ges deux 
notions ne dépendent pas du choix de k. 

Soient k un corps de nombres et X une variété sur k. Notons l’ensemble 
des places de k et A^, l’anneau de ses adèles, de sorte que X(Aj,) = Hveo ^i^v) 
si X est propre sur k. On dit que X satisfait au principe de Basse (resp. à 
l’approximation faible) si X(Aj,) ^ 0 X(fc) ^ 0 (resp. si X(fc) est dense 
dans X(Aj,) pour la topologie adélique). Pour B C Br(X), on note X(Aj,)® 
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l’ensemble des (P^)„go G tels que = 0 pour tout 

A G B, où inv„: Br(fc^) ^ Q/Z désigne l’invariant de la théorie du corps 
de classes local. On pose de plus X(Aj,)®'' = X(Aj,)®''i = 

X(Aj,)®''A^)j et si l’on dispose d’un morphisme /: X —>■ Y avec Y intègre, 
X(Aj,)®''''®'* = X(A^)®''''"‘*^^Ù On dit qu’il y a obstruction de Brauer-Manin 
à l’existence d’un point rationnel (resp. à l’approximation faible) sur X si 
X(Aj,)®'' = 0 (resp. si X(Aj,)®'' ^ X(Aj,)). On définit de même l’obstruction 
de Brauer-Manin algébrique (resp. verticale, le cas échéant) en remplaçant Br 
par Br^ (resp. par Br^^j.^.). Il résulte de la théorie du corps de classes global 
que ce sont bien des obstructions (cf. [23, §3]). 

Nous ferons souvent appel au théorème des fonctions implicites ; nous 
entendons par là [61, Theorem 2, Ch. III, §9], qui s’applique sur tout corps 
muni d’une valeur absolue pour laquelle il est complet. 

Un autre outil dont nous aurons souvent besoin est un théorème dû à 
Harari et communément appelé « lemme formel ». L’énoncé auquel cette 
expression fera référence est le suivant. Il s’agit d’une variante de [35, Co¬ 
rollaire 2 . 6 . 1 ] que nous n’avons pas trouvée dans la littérature; par souci de 
complétude et pour la commodité du lecteur, nous en donnons une preuve, 
mais celle-ci est directement adaptée de celle donnée par Harari dans [35]. 

Théorème ( « lemme formel » ) — Soient k un corps de nombres et X une 
variété propre, lisse et géométriquement connexe sur k. Notons fl l’ensemble 
des places de k et Aj, l’anneau de ses adèles. Pour tout ouvert U C X, tout 
sous-groupe fini B C Br(U), tout sous-ensemble fini S C fl et toute famille 
(P«)«en e X(Aj,)i^^(^)nB çyg g n„ 6 sU(*«)’ un sous- 

ensemble fini C fl contenant S et une famille (Q^)^gSi ^ IltieSi ^i^v) 
que Q„ = pour tout v € S et ^(Qd) = 0 pour tout A G B. 

Démonstration — Notons B* = Hom(B,Q/Z) le dual de Pontrjagin de B 
et U(fc„) —>■ B*, pour ri G fl, l’application qui à Q G U(fc„) associe le 
caractère A >->• inv„ A(Q). Soit P C B* le sous-groupe engendré par l’ensemble 
des éléments de B* qui appartiennent à l’image de pour une infinité de v. 

La finitude du groupe B fl Br(X), le théorème des fonctions implicites et 
la continuité de l’évaluation des classes de Br(X) sur X(A:^) permettent de 
supposer que P„ appartient à U(fcj,) pour tout w G fl. Quitte à agrandir S, on 
peut aussi supposer que pour ri G fl \ S, l’application est à valeurs dans P. 

Notons w = ^ prouvons que rc G P. La dualité de 

Pontrjagin des groupes abéliens finis étant une dualité parfaite, il suffit de 
vérifier que l’orthogonal de P pour l’accouplement canonique B x B* —>■ Q/Z 
est inclus dans l’orthogonal de w. Si A G B est orthogonal à P, on a 
inv„ A(Q) = 0 pour tout v G fl \ S et tout Q G U(fc„). Par un théorème 
d’Harari, cela entraîne que A G Br(X) (cf. [35, Théorème 2.1.1] et [15, 
Théorème 1.3]). Il s’ensuit que A est bien orthogonal à w, compte tenu que 
(P«)«en e X(Afc)i^’'(^)nB qyg ^„(P„) G P pour î; G fl \ S. 
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L’appartenance de w (ou plutôt de —w) à F se traduit par l’existence 
d’un ensemble fini T C n \ S et d’une famille (Q^)„gT ^ tels 

que —w = Posant = S U T et Q„ = pour v G S, on 

obtient ainsi une famille (Q„)„gSi ^ IltieSi dui vérifie la conclusion du 

théorème. □ 

Enfin, si E et E' sont des courbes elliptiques sur un corps de nombres k et 
/: E —>■ E' est une isogénie, on convient d’appeler groupe de f-Selmer de E, 
et de noter Selj(A:,E), le sous-groupe de H^(A:, jE) constitué des classes dont 
l’image dans H^(fc„,E) est nulle pour toute place v de k. Cette définition 
semble être la plus répandue, mais il y a lieu de la préciser car elle n’est pas 
standard ; certains auteurs nomment ce groupe le groupe de /-Selmer de E' 
(ce qui se justifie par l’interprétation des éléments de H^(fc, jE) comme des 
/-revêtements de E'). 



Chapitre 1 


Arithmétique des pinceaux semi-stables de 
courbes de genre 1 dont les jacobiennes ont 
leur 2-torsion rationnelle 


1.1 Introduction 

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux questions d’existence et de 
Zariski-densité des points rationnels pour certaines surfaces propres et lisses, 
fibrées en courbes de genre 1 au-dessus de la droite projective, définies sur 
un corps de nombres. Le tout premier théorème significatif concernant une 
question de ce type fut démontré par Swinnerton-Dyer [73]. C’est une famille 
spécifique de surfaces, de surcroît définies sur Q, que Swinnerton-Dyer étu¬ 
diait. Ses techniques furent développées par Colliot-Thélène, Skorobogatov et 
Swinnerton-Dyer, qui obtinrent ainsi dans [21] les premiers résultats généraux 
d’existence de points rationnels pour des surfaces fibrées en courbes de genre 1 
au-dessus de la droite projective. Un certain nombre d’hypothèses appa¬ 
raissent néanmoins dans leur théorème principal, dont notamment les trois 
suivantes : les fibres géométriques singulières de la fibration considérée sont des 
réunions de deux courbes rationnelles intègres se rencontrant transversalement 
en deux points distincts, tous les points d’ordre 2 de la jacobienne de la fibre 
générique sont rationnels, et soit la fibration ne possède pas de section et le 
rang de Mordell-Weil de la jacobienne de la fibre générique est nul, soit la 
fibration possède une section et le rang de la fibre générique est exactement 1 . 

Les idées introduites dans [21] furent réutilisées à plusieurs reprises dans 
des situations où le théorème principal de [21] ne s’appliquait pas. Swinnerton- 
Dyer [74] a en particulier obtenu des conditions suffisantes explicites généri¬ 
quement vraies pour qu’une surface quartique diagonale 

üqXq + a^xf + 02X2 + 033^3 = 0 

avec Og, ...,03 € Q tels que 000 ^ 020 ^ soit un carré dans Q* satisfasse au 
principe de Hasse, en admettant l’hypothèse de Schinzel et la finitude des 
groupes de Tate-Shafarevich des courbes elliptiques sur Q. Pour ce faire, 
il s’est servi de l’existence sur de telles surfaces de pinceaux de courbes de 
genre 1 dont la jacobienne générique vérifie les conditions ci-dessus (rang 
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de Mordell-Weil nul et points d’ordre 2 rationnels) mais dont les libres 
singulières géométriques possèdent quatre composantes irréductibles, réduites 
et organisées en quadrilatère avec intersections transverses. 

Seules certaines configurations de composantes irréductibles peuvent ap¬ 
paraître dans les fibres géométriques des pinceaux de courbes de genre 1 dont 
l’espace total est régulier. Dans le cas d’une fibration relativement minimale 
dont chaque fibre possède une composante irréductible de multiplicité 1, les 
configurations possibles ont été classifiées par Kodaira et Néron (cf. [45], [53], 
[64]). Il apparaît dans cette classification qu’un rôle crucial est joué par la 
propriété qu’a la jacobienne de la fibre générique d’être à réduction semi-stable 
(c’est-à-dire multiplicative ou bonne) ou non (réduction additive). Lorsqu’elle 
est à réduction semi-stable, les fibres géométriques singulières sont réduites 
et leurs composantes irréductibles sont des courbes rationnelles organisées 
en polygone à n côtés, avec intersections transverses. Le théorème principal 
de [21] traite le cas n = 2, et Swinnerton-Dyer dans [74] applique la méthode 
à un cas particulier pour lequel n = 4. 

L’un des buts du présent chapitre est d’obtenir des résultats dans le cas 
général de réduction semi-stable, sans hypothèse sur n, afin notamment de 
couvrir simultanément les théorèmes principaux de [21] et de [74]. Nous 
en profitons pour supprimer l’hypothèse sur le rang générique, qui s’avère 
inessentielle. Ainsi prouvons-nous : 

Théorème 1.1 (cf. théorème 1.50) — Soient k un corps de nombres et X 
une surface propre, lisse et connexe sur k munie d’un morphisme tt: X — >■ 
dont la fibre générique X,^ est une courbe lisse et géométriquement connexe de 
genre 1 et de période 2, et dont les fibres sont toutes réduites. Supposons que la 
jacobienne de X,^ soit à réduction semi-stable en tout point fermé de P\, que 
sa 2-torsion soit rationnelle et que tt satisfasse à la condition (D). Admettons 
l’hypothèse de Schinzel et la finitude des groupes de Tate-Shafarevich des 
courbes elliptiques sur k. Alors X(fc) ^ 0 dès que X(A^)®‘' ÿé 0 (et X(fc) 
est même Zariski-dense dans Xj. 

La condition (D) est une hypothèse technique étroitement liée au groupe 
de Brauer de X. Elle sera définie précisément au paragraphe 1.2. Qu’il suffise 
pour le moment de préciser qu’une hypothèse analogue apparaît dans [21] et 
dans [74], et que celle-ci en est une généralisation commune. 

L’hypothèse de Schinzel et la finitude des groupes de Tate-Shafarevich sont 
deux conjectures qui semblent actuellement incontournables pour obtenir des 
résultats généraux sur les points rationnels d’une surface fibrée en courbes 
de genre 1 sur un corps de nombres au moyen des techniques introduites 
dans [21]. Au mieux peut-on espérer remplacer dans certains cas l’hypothèse 
de Schinzel par le théorème de Dirichlet sur les nombres premiers dans une 
progression arithmétique, comme l’ont fait Swinnerton-Dyer [75] pour les 
surfaces cubiques diagonales et Skorobogatov et Swinnerton-Dyer [69] pour 
certaines surfaces de Kummer. 
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Le théorème 1.1 est obtenu comme corollaire du théorème 1.4, d’énoncé 
plus technique. Ce chapitre contient deux autres applications du théorème 1.4. 

La première concerne les pinceaux de courbes de genre 1 qui ne satisfont 
pas à la condition (D). Soit tt: X —>• Pj, un pinceau vérifiant toutes les 
hypothèses du théorème 1.1 autres que la condition (D). Admettant l’hy¬ 
pothèse de Schinzel, nous prouvons au paragraphe 1.8 (théorème 1.52) qu’en 
l’absence d’obstruction de Brauer-Manin à l’approximation faible sur X et 
moyennant une légère hypothèse technique (qui est en tout cas toujours 
satisfaite lorsque les fibres géométriques singulières de tt possèdent deux 
composantes irréductibles, c’est-à-dire dans la situation envisagée dans [21] ; 
il s’agit de l’hypothèse « L^ = k(M) pour tout M G ./# » du théorème 1.52), 
il existe nécessairement des points rationnels x G P^(fc) au-dessus desquels la 
fibre X,j, est lisse, possède un fc„-point pour toute place u de fc et vérifie la 
condition suivante : notant E,j, la jacobienne de X,j,, la classe de X,j, dans le 
groupe de Tate-Shafarevich III(E,j,) est orthogonale au sous-groupe 2 ni(E,j,) 
pour l’accouplement de Cassels-Tate ; et l’ensemble de ces x G P^(fc) est même 
dense dans P^(Aj,) pour la topologie adélique. 

L’intérêt de ce résultat est double. Tout d’abord, il a une conséquence 
concrète concernant l’approximation faible. Swinnerton-Dyer donne dans [74, 
§8] un exemple de famille de surfaces K3 pour lesquelles il exhibe un défaut 
d’approximation faible à l’aide d’une seconde descente sur des pinceaux de 
courbes de genre 1, cette seconde descente étant effectuée explicitement grâce 
à l’algorithme de Cassels [8]. Notre résultat montre que lorsque l’hypothèse 
technique du théorème 1.52 est satisfaite, un défaut d’approximation faible mis 
en évidence par cette méthode est nécessairement expliqué par l’obstruction 
de Brauer-Manin, si l’on admet l’hypothèse de Schinzel. Il se trouve que 
l’hypothèse technique du théorème 1.52 n’est pas vérifiée dans l’exemple 
de [74, §8], mais la méthode de Swinnerton-Dyer est toute générale et il ne 
fait pas de doute qu’elle conduit aussi à des défauts d’approximation faible 
notamment pour des fibrations du type envisagé dans [21]. 

Nous pensons cependant que l’intérêt du théorème 1.52 réside plus dans 
sa preuve que dans son énoncé. La condition (D) implique que le sous-groupe 
de torsion 2-primaire du groupe de Brauer de X est entièrement vertical, 
et la véritable raison pour laquelle jusqu’à présent cette condition ou une 
condition analogue est apparue dans tous les articles élaborant les idées 
de [21] est que l’on ne sait pas utiliser l’hypothèse qu’une classe de Br(X) ne 
fournit pas d’obstruction de Brauer-Manin si cette classe n’est pas verticale. 
Le théorème 1.52, qui s’applique que la condition (D) soit satisfaite ou 
non, représente donc un premier pas dans cette direction : sa preuve prend 
effectivement en compte les classes non verticales de Br(X). 

Nous appliquons enfin le théorème 1.4 à la notion de courbe elliptique 
« de rang élevé » sur k{t), où k est un corps de nombres. Ce sont les courbes 
elliptiques Fi/k{t) dont le rang de Mordell-Weil est strictement inférieur à celui 



22 


Chapitre 1. Arithmétique des pinceaux semi-stables I 


de la spécialisation en tout point rationnel x G P^(fc) hors d’un ensemble 
fini. On n’en connaît aucun exemple inconditionnel ; admettant la conjecture 
de parité pour les courbes elliptiques, Cassels et Schinzel [10] puis Rohrlich [56] 
ont donné des exemples de courbes elliptiques de rang élevé sur Q(t). Leurs 
exemples sont tous isotriviaux. Conrad, Conrad et Helfgott [24] ont récemment 
montré qu’une courbe elliptique de rang élevé sur k(t) est nécessairement 
isotriviale lorsque /c = Q, en admettant trois conjectures arithmétiques plus 
ou moins classiques, dont une conjecture de densité concernant les rangs 
des courbes elliptiques E^, lorsque x varie. Nous déduisons du théorème 1.4 
un résultat similaire, également conditionnel, nécessitant de plus quelques 
hypothèses sur les courbes elliptiques considérées, mais valable sur tout corps 
de nombres et ne dépendant d’aucune conjecture qui concerne les courbes 
elliptiques (cf. théorème 1.55). 

Le plan du chapitre est le suivant. Nous fixons les notations au para¬ 
graphe 1.2, nous y énonçons le théorème 1.4, nous y décrivons les grandes 
étapes de sa démonstration et nous y soulignons les difficultés qui n’existaient 
pas dans la situation de [21]. Pour les applications, il est important de 
disposer d’une forme explicite de la condition (D) ; nous en donnons une 
au paragraphe 1.3. La preuve du théorème 1.4 occupe les paragraphes 1.4 
et 1.5. Au paragraphe 1.6, nous discutons les liens entre la condition (D), le 
groupe de Brauer et le groupe S! introduit dans [21, §4]. Ce groupe, défini 
en toute généralité, permit aux auteurs de [21] de formuler une condition 
abstraite qui équivaut à la condition (D) sous les hypothèses de leur théorème 
principal (voir [21, §4.7]). Nous verrons que cette équivalence n’est plus valable 
dans la situation générale de réduction semi-stable ; c’est précisément de cette 
difficulté que naît l’hypothèse technique du théorème 1.52 sur la seconde 
descente. Nous consacrons ensuite le paragraphe 1.7 aux applications du 
théorème 1.4 à l’existence de points rationnels : d’une part nous établissons le 
théorème 1.1, qui généralise le théorème principal de [21], et d’autre part 
nous déduisons du théorème 1.1 les résultats de Swinnerton-Dyer sur les 
surfaces quartiques diagonales énoncés dans [74, §3]. Enfin, les paragraphes 1.8 
et 1.9 contiennent respectivement l’application aux défauts d’approximation 
faible mis en évidence par une seconde descente, et l’application aux courbes 
elliptiques de rang élevé. Ils font tous deux usage des résultats obtenus au 
paragraphe 1.6. 


1.2 Hypothèses et notations 

Soient k un corps de caractéristique 0 et C un schéma de Dedekind 
connexe sur k, de point générique rj. Supposons donnée une surface X lisse 
et géométriquement connexe sur fc, munie d’un morphisme propre et plat 
tt: X —>• C dont la fibre générique est une courbe lisse de genre 1 
sur K = k(C) et dont toutes les fibres sont réduites. Supposons de plus que 
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la période de la courbe divise 2, c’est-à-dire que la classe de H^(K,E^) 
définie par le torseur est tuée par 2, en notant la jacobienne de X^. 
Supposons enfin que la courbe elliptique E^ soit à réduction semi-stable en 
tout point fermé de C et que ses points d’ordre 2 soient tous K-rationnels. 

Notons ê le modèle de Néron de E^ sur C, C ^ sa composante 
neutre, ^ C C l’ensemble des points fermés de mauvaise réduction pour E^ 
et U un ouvert dense de C au-dessus duquel tt est lisse. Un tel ouvert est 
nécessairement disjoint de ^. Pour M G ^, notons Fj^ le K(M)-schéma en 
groupes fini étale 

Lemme 1.2 — Soit M G ^. Si le K{M)-groupe Fj^j n’est pas constant, il existe 
une extension quadratique L]yj/K(M) telle que Fjyj Ljyj soit un Lj^-^rortpe 

constant, et Gal(Li^/«;(M)) agit alors sur Fi^(Li^) par multiplication par —1. 

Démonstration — Ce lemme est prouvé en annexe, cf. proposition A.3. □ 

Lorsque Fjyf est constant, on notera Ljyj = «;(M). Ainsi a-t-on défini 
dans tous les cas une extension au plus quadratique Li^/k(M). Il résulte 
des hypothèses de semi-stabilité de E^ et de K-rationalité de ses points 
d’ordre 2 que les groupes F]yj(LM) pour M G sont cycliques d’ordre pair 
(cf. proposition A.3). 

Pour M G C, notons l’anneau strictement local de C en M et son 
corps des fractions. La suite spectrale de Leray associée au faisceau étale E^ 
sur K et au morphisme canonique ?7 —>■ C montre que la suite 

0-^Hi(C,<r)-^Hi(K,E^)-^ J] H1«,E^) (1.1) 

MeC 

est exacte. Le groupe H^(C,^) joue donc le rôle d’un groupe de Tate- 
Shafarevich géométrique (cf. [31, §4] et [21, §4.1]). 

La suite exacte de Kummer 

0-->E^^^E^-^0 (1.2) 

induit une suite exacte 

0-^ E,,(K)/2-^ Hi(K, 2 E,,) ^ïi\K, E^)-^ 0. 

Notons © 2 ( 0 , <^) C H^(K, 2 E,j) l’image réciproque du sous-groupe 2 H^(C,^) 
de 2 lI^(K, E,^) par a, de sorte que l’on obtient une suite exacte 

0-^E^(K)/2-^© 2 ( 0 ,#)->2H^(C,<r)-^0. (1.3) 
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Il y a lieu de nommer © 2 ( 0 , S) groupe de 2-Selmer géométrique (cf. [21, §4.2]). 

Lemme 1.3 — On a l’inclusion & 2 {C,S') C H^(U, 2 ^?) de sous-groupes de 
H1(K,2E^). 

Démonstration — Combinant la suite exacte (1.1) pour C = U avec la suite 
exacte obtenue de manière analogue à partir du faisceau 2 E^, on obtient le 
diagramme commutatif 

0-^H1(U,2<?)-iHi(K,2E^)-> n H1«,2E,,) 

M6U 



0-^Hi(U,^)-^H1(K,E^)-^ J] 

Meu 

dont les lignes sont exactes. Ainsi suffit-il de prouver que pour tout M G U, la 
flèche naturelle H^(K^, 2 E^) —>• H^(K^,E,j) est injective, autrement dit que 
E,j(K|^)/2 = 0; ceci découle de la proposition A.12, compte tenu que E,^ a 
bonne réduction en M. □ 

Comme les fibres de tt sont réduites, on a Xm(K^) jé 0 pour tout M G C. 
La suite exacte (1.1) permet d’en déduire que la classe de H^(K, E,^) définie 
par le torseur appartient au sous-groupe H^(C, S'). Cette classe correspond 
à un faisceau représentable d’après [50, Theorem 4.3], d’où l’existence d’un 
torseur ^ C sous £’ dont la fibre générique est égale à X,^. Sa classe dans 
H^(C,^) sera notée 

Pour M G notons : H^(C, <^) —>■ H^(LM,F]yj) la composée de la 
flèche induite par le morphisme de faisceaux if —>■ où désigne 

l’inclusion canonique ij^ : Spec(K(M)) —>• C, et de la flèche de restriction 
H^(/î(M), Fjyj) —>• H^(L]yj, F^). Soient Tq/c noyau de l’application composée 


2 H 1 (C,^) 


n H‘(L 


M! E]vi) 


H^(Lm.Fm) 

(<5m([^])) 


et ©D/c 62 (C, <^) l’image réciproque de Td/c par la flèche de droite de la 
suite exacte (1.3). On dira que la condition (D/C) est satisfaite si Td/c 
engendré par 

Supposons maintenant que k soit un corps de nombres. On note fi 
l’ensemble de ses places, fij: c fi l’ensemble de ses places finies et A^, l’anneau 
des adèles de k. Soit 


.^A = {a^eU(fc);X,(Afc)^0} 
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et soit ■^D/c ensemble des x G tels que tout élément du groupe de 
2-Selmer de S'^ appartienne à l’image de la composée 

®D/c C ©2(0,^) C H^(U,2^) —t H^(fc,2<^’a;) 

(dans laquelle l’avant-dernière flèche est donnée par le lemme 1.3 et la dernière 
flèche est l’évaluation en x) et tels que la restriction de cette composée à 
l’image réciproque de {0, [^]} par la flèche de droite de (1.3) soit injective. 

Lorsque C = Pj., on prend pour U le plus grand ouvert de au- 
dessus duquel tt est lisse et l’on note d’une part Îj 3 , ©D et (D) les 
ensembles ■^D/pi , ÎD/pi : ®D/pi 6 t la condition (D/P).), et d’autre part ■^Doî 
Îdoi ®Do (^ 0 ) ensembles , Td/ai j ®d/ai condition (D/A^), 

étant entendu que ■^D/Al : Td/a 1 i ®D/Ai 6 t la condition (D/A^) désignent 
les ensembles et la condition obtenus en appliquant les déhnitions ci-dessus 
avec C = A^ après avoir restreint tt au-dessus de A^ C P^. 

Le théorème dont la démonstration occupera les paragraphes 1.4 et 1.5 est 
le suivant. 

Théorème 1.4 — Admettons l’hypothèse de Schinzel. Supposons que C = P^ 
et que la fibre de tt au-dessus du point 00 G P^(A:) soit lisse. Il existe alors un 
ensemble fini Sq C fl et un sous-groupe fini Bq C Br(U) tels que l’assertion 
suivante soit vérifiée. Soient un ensemble C fl fini contenant Sq et une 
famille (a;^)„gSi ^ n^eSi ^(K)- Supposons que X^^(fc^) jé 0 pour tout v G 
n et que 

inv^ A(x^) = 0 

pour tout A G Bq. Supposons aussi que pour toute place u G réelle, on 
ait XQ^(fc„) 0 et appartienne à la composante connexe non majorée 
de U(fc„). Alors 

a) si .Æ 0, il existe un élément de •^D arbitrairement proche de x„ 
en chaque place v G fl et arbitrairement grand en chaque place 
archimédienne de k ; 

b) il existe un élément de ■^Do arbitrairement proche de x^ en chaque place 
U G n flj, arbitrairement grand en chaque place archimédienne de k et 
entier hors de S^. 

L’appartenance d’un x G U(fc) à (resp. à .^Dq) condition 

arithmétique forte sur la courbe elliptique Elle entraîne par exemple que 
l’ordre du groupe de 2-Selmer de est majoré par celui de ©^ (resp. ©Do)i 
groupe que l’on peut calculer explicitement et qui ne dépend pas de x. Nous 
renvoyons le lecteur aux paragraphes 1.7 à 1.9 pour des conséquences plus 
concrètes de ce théorème. 
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Le principe général de la preuve du théorème 1.4 ne présente pas d’ori¬ 
ginalité par rapport à [21]. Contentons-nous donc de le rappeler brièvement. 
Étant donné un ensemble fini de places T contenant , l’hypothèse de Schinzel 
fournit un a: G U(Â:) satisfaisant des conditions locales prescrites aux places 
de T et tel que la courbe elliptique ait bonne réduction hors de T sauf 
en Card(./#) places, qui ne sont pas contrôlées mais en lesquelles la mauvaise 
réduction de l’est. Si Bg contient un système de représentants modulo 
Br(A:) des classes de Br(U) qui deviennent non ramifiées sur X et si les 
conditions locales sur x aux places de T ont été choisies correctement, on 
sait déduire de la loi de réciprocité globale l’existence de points adéliques 
dans la fibre — c’est maintenant un procédé standard, voir [22, Theorem 
1.1]. La difficulté de la preuve du théorème 1.4 réside dans le contrôle du 
groupe de 2-Selmer de Celui-ci s’effectue en trois étapes; l’hypothèse 
de semi-stabilité est cruciale pour les deux dernières. La première consiste à 
exprimer le groupe de 2-Selmer de comme noyau d’un certain accouplement 
symétrique. Dans la seconde étape, on établit un théorème de comparaison 
entre ces accouplements pour différents T et a; comme ci-dessus. Celui-ci 
permet, si l’on fixe une fois pour toutes un point Xq comme ci-dessus associé 
à l’ensemble T = de prévoir pour d’autres choix de T et de conditions 
locales aux places de T \ ce que sera le groupe de 2-Selmer de quel que 
soit le point x donné par l’hypothèse de Schinzel. Le but de la troisième et 
dernière étape est d’en déduire que l’on peut construire un ensemble T et des 
conditions locales permettant d’obtenir la conclusion du théorème. 

Les difficultés liées à la généralisation du cas de réduction I 2 au cas général 
de réduction semi-stable sont essentiellement dues aux trois phénomènes 
suivants : 

(i) les /î(M)-groupes ne sont plus nécessairement constants ; 

(ii) il n’est plus envisageable de travailler sur des modèles propres et 
réguliers explicites des courbes elliptiques considérées et de leurs espaces 
principaux homogènes, le nombre d’éclatements nécessaires pour obtenir 
de tels modèles pouvant être arbitrairement grand ; 

(iii) les groupes E^(K|^)/2 pour M G .r# ne sont plus nécessairement 
engendrés par les classes des points d’ordre 2. 

La structure des groupes intervient dans toutes les questions d’exis¬ 
tence ou de non existence de points locaux sur les 2-revêtements des courbes 
elliptiques < 0 ^ pour x G U(A:). Qu’ils ne soient pas constants n’est pas un 
problème si, pour les x G U(A:) considérés, les groupes de composantes 
connexes des fibres du modèle de Néron de au-dessus de Spec(i^gJ sont, 
eux, constants. Il est possible de forcer cette condition à être satisfaite aux 
places de T \ S]^ en choisissant convenablement ces dernières ; on peut ensuite 
faire en sorte que cette condition soit nécessairement satisfaite en toute place 
de mauvaise réduction de à l’aide d’un argument de réciprocité similaire à 
celui permettant de trouver des points adéliques dans les fibres de tt. 
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Les conséquences des phénomènes (ii) et (iii) sont multiples. À titre 
d’exemple, l’explicitation des groupes de 2-Selmer géométriques & 2 {Al,S‘) 
et en termes d’une équation de Weierstrass pour n’a plus 

rien d’immédiat (sans parler des applications ; voir la preuve de la 
proposition 1.5. Ou encore, pour x G U(fc), si l’on cherche à montrer qu’un 
2 -revêtement de S'^ n’admet pas de fc^-point pour un u G donné, on ne 
peut plus nécessairement exhiber un point d’ordre 2 de dont la classe 
dans S‘^{k^)l2 C H^(fc„, 2 C;) n’est pas orthogonale à celle du 2-revêtement 
en question (pour l’accouplement induit par l’accouplement de Weil). On 
comparera ainsi la preuve du lemme 1.36 et celle de [21, Lemma 2.5.2]. 
La différence la plus notable réside cependant dans la démonstration de 
l’indépendance par rapport à x et T convenables de l’accouplement symétrique 
qui permet de calculer le groupe de 2-Selmer de : un ingrédient nouveau 
s’avère indispensable (à savoir, le lemme 1.25). 

De manière générale, afin de contourner les difficultés que l’on vient 
d’évoquer, nous avons remplacé dans la plupart des arguments le recours à 
une équation de Weierstrass par l’utilisation des modèles de Néron. 

1.3 Explicitation de la condition (D) 

Supposons que C = et que la courbe elliptique ait bonne réduc¬ 
tion à l’infini. Par souci de simplicité, supposons de plus que la fibration 
tt: X —>■ soit relativement minimale. Conformément aux conventions 

du paragraphe 1.2, l’ouvert U C P\ désigne alors le complémentaire de 
./# U {oo}. Nous reformulons ici les conditions (D) et (Dq) sous une forme 
qui se prête plus facilement aux calculs dans des cas concrets (cf. notamment 
le paragraphe 1.7.2). 

La courbe elliptique E^/K admet une équation de Weierstrass minimale 
de la forme 

Y2 = (X-ei)(X-e 2 )(X-e 3 ) (1.4) 

avec 63 , 62,63 G k[t]. Posons — e^, pour toute permutation cyclique 

{i,j,k) de (1,2,3) et r = PiP 2 Pz- L’équation de Weierstrass (1.4) a pour dis¬ 
criminant A = 16r^, de sorte que l’ensemble ^ s’identifie au lieu d’annulation 
du polynôme r sur P^. Comme dans le théorème 1.4, nous supposons que la 
courbe elliptique E^ a bonne réduction à l’infini, ce qui revient à demander 
que les polynômes P 2 et p^ soient du même degré et que ce degré soit pair. 
L’hypothèse de réduction semi-stable en tout point fermé de P^ équivaut à 
ce que les polynômes p^, P 2 et P 3 soient deux à deux premiers entre eux. 
Pour M G ^, le nombre de composantes connexes de la fibre géométrique 
de ^ en M se lit alors comme l’ordre d’annulation de A en M (cf. [64, Step 2, 
p. 366]). 

Il sera commode de noter iï(S) = Gj^(S)/2 x Gjjj(S)/2 pour tout schéma 
ou anneau S. Fixons un K-isomorphisme 2 E^ (Z/2)^ en choisissant 
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d’envoyer le point de coordonnées (X, Y) = (6^,0) sur (0,1) et le point de 
coordonnées (X,Y) = ( 63 , 0 ) sur(l,0).Des isomorphismes (K, 2E^) = ^(K) 
et H^(U,2^) = ^(U) = S){k\t][\ / r]) s’en déduisent par additivité de la 
cohomologie. La définition suivante permet de préserver la symétrie entre 
les Cj dans les énoncés à venir : pour m € -^(K), nous dirons que le triplet 
{mi,m 2 ,m^) représente m si c’est un triplet de polynômes séparables de fc[t] 
dont le produit est un carré (non nul) et si la classe dans iô(K) du couple 
(nii, 1712 ) est égale à m. 

Les trois propositions suivantes explicitent respectivement les groupes 
de 2-Selmer géométriques, les extensions Liy[//î(M) et les applications djyj ; 
autrement dit, tous les objets qui apparaissent dans la définition de la 
condition (D). 

Proposition 1.5 — Le sous-groupe © 2 (A^,^) C H^(U, 2 ^) = [!/?']) 

(cf. lemme 1.3) est égal à l’ensemble des classes m G ij(fc[t][l/r]) représentées 
par des triplets (wj^, TO 2 , m^) tels que pour tout i G {1, 2, 3}, les polynômes 
et Pj^ soient premiers entre eux. Le sous-groupe © 2 (Pj,,<^’) C © 2 (A^,^) est 
égal à l’ensemble obtenu en ajoutant la condition que les polynômes soient 
tous de degré pair. 

Pour M G ./#, notons : K* —Z la valuation normalisée en M. 

Démonstration — Si M est un point fermé de P^, l’image de m dans 
H^(K^,2E^) = Z/2 X Z/2 est égale à la classe du couple (um(wi),-ü]vi(to2)). 
Notamment, pour M = 00 , il en résulte que les sont tous de degré 
pair si et seulement si l’image de m dans H^(K^,2E^) est nulle. Comme 
la courbe elliptique E^ a bonne réduction à l’infini, on a E^(K ^)/2 = 0 
(cf. proposition A.12) ; par conséquent, l’image de m dans H^(K^,2E^) est 
nulle si et seulement si l’image de m dans H^(K^,E^) est nulle. La seconde 
assertion de la proposition découle donc de la première. 

Pour prouver celle-ci, il suffit de vérifier que pour tout i G {1, 2, 3} et tout 
facteur irréductible p de Pj, notant M G le point où p s’annule, l’image 
de m dans H^(K^, 2 E^) appartient au sous-groupe E^(K|î ()/2 si et seulement 
si les polynômes et p sont premiers entre eux. 

Lemme 1.6 — Soit M G ./#. L’unique point d’ordre 2 de E^ qui se spécialise 
sur djy; est celui de coordonnées (X, Y) = (ej,0), où i € {1,2,3} est tel que 
Pj(M) = 0 (cf. lemme A.13). 

Démonstration — Comme l’équation de Weierstrass (1.4) est minimale, l’ou¬ 
vert de lissité sur A{ du sous-schéma fermé de P^ Xj, A\ défini par (1.4) 
s’identifie à <f?i (cf. [64, Ch. IV, §9, Cor. 9.1]). Il suffit donc de lire l’équa- 

k 

tion (1.4) module M pour déterminer quel point d’ordre 2 se spécialise sur 
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: c’est celui qui ne se spécialise pas sur le point singulier de la cubique 
réduite. □ 

Soient i G {1,2,3} et p un facteur irréductible de Pj, s’annulant en 
M G D’après le lemme 1.6 et la proposition A. 14, le sous-groupe 
E^(Km )/2 C H 1 (K^, 2 E^) = 2 E^(K) est égal au sous-groupe de 2 E^(K) 
engendré par le point de coordonnées (X, Y) = (ej,0). L’image de m dans 
H^(K^, 2 E^) appartient donc à E^(K^)/2 si et seulement si = 0 , 

d’où la proposition. □ 

Proposition 1.7 — Soit M G Si le polynôme r s’annule en M avec 
multiplicité 1, alors Ljy[ = k(M). Sinon, la classe dans k(M)*/k(M)*^ de 
l’extension quadratique ou triviale L]yj/K(M) est égale à la classe de Pj{M), 
où (i,j,k) est l’unique permutation cyclique de (1,2,3) telle que p^^M) = 0. 

Démonstration — Notons n l’ordre du groupe F]yj(Li^). Comme n = 2vy^(r), 
soit r s’annule en M avec multiplicité 1, auquel cas n = 2 et donc Lm — 'ï(XI), 
soit n > 2 et est alors la plus petite extension de k(M) sur laquelle sont 
définies les pentes des tangentes au point singulier de la cubique obtenue en 
réduisant l’équation (1.4) modulo M (cf. proposition A.4 et lemme A.7). La 
classe de cette dernière extension est bien celle de Pj(M). □ 

Pour M G ^, notons 7 ^ G k(M)*/k(M)*^ la classe de Lm/k(M). Comme 
le Ljyj-groupe Fj^ C)k(m) Lm est constant cyclique d’ordre pair (cf. proposi¬ 
tion A.3), les suites exactes 



0- 

^ 2Fm 

Fm ~ 

^ 2Fm 

-gO 

(1.5) 

et 

0- 

^ 2Fm 

Fm 

-^Fm/2 — 

-^0 

(1.6) 

permettent 

de voir 

que 2 H^(Lm, 

Fm) = 

H^(Lm, 2Fm) 

1 = 

H1(Lm,Z/2) = 


d’où une injection canonique k(M)*/(/î(M)*^, 7 m) ^ H^(Lm,Fm). 

Proposition 1.8 — Soit M G ^. L’image de : 62 (A{, ^) —>• H^(Lm, F^) 
est incluse dans le sous-groupe /î(M)*/(/î(M)*^, 7 m) C H^(Lm,Fm). Pour tout 
m G © 2 (A{, S’), on a 

ÙM(m) = m,(M) G «;(M)V(ac(M)*2, 7m), 

où le triplet {mi,m 2 ,m^) représente m et (i,j,k) est l’unique permutation 
cyclique de (1,2,3) telle que p^lM) = 0. 

(Par un léger abus d’écriture, nous notons encore Ùm composée de 
la flèche naturelle 62 (A{,<^) —>• 2 H^(A{,<#’) (cf. suite exacte (1.3)) et de 
l’application ^m du paragraphe 1 . 2 .) 
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Démonstration — Posons G = Gal(LM/K(M)). Les suites spectrales de 
Hochschild-Serre Hî’(G,A)) HP+^(k(M),A) pour A = F,^ et 

A = 2 Fm fournissent le diagramme commutatif 


H1(77(M),2Fm) — 

^ H^(Lm, 2Fm)^ 

^ H^(G, 2Fm(Fm)) 

2H1(7c(M),Fm) — 

^ 2H^(Lm, Fm)^ 

^ 2H^(G, Fm(Lm)), 


dont la ligne supérieure est exacte et la ligne inférieure est un complexe. 
On a déjà remarqué que la flèche verticale du milieu est un isomorphisme. 
La flèche verticale de droite est par ailleurs injective ; en effet, si le groupe G 
n’est pas trivial, il est isomorphe à Z/2 et agit par multiplication par — 1 
sur Fj^(Lj^) (cf. lemme 1 . 2 ), auquel cas la périodicité de la cohomologie 
modifiée des groupes cycliques permet d’identifier la flèche qui nous inté¬ 
resse à l’inclusion naturelle H°(G, 2 F]y[(L,^)) —>• 2 H°(G, F]y[(L,^)). Une chasse 
au diagramme montre maintenant que l’image de la flèche de restriction 
2 H^(k(M),F] y[) —>• 2 H^(LM)F]yj) est incluse dans l’image de la composée 
H^(k(M), 2 F]yj) —>• H^(L]yj, 2 F]yj) = 2 (Lj^, Fjyj), autrement dit dans le sous- 
groupe k(M)*/(k(M)*^, 7 ]yj). La première assertion de la proposition est donc 
établie. 

Pour la seconde, quitte à étendre les scalaires de fc à /î(M) puis à L^, on 
peut supposer que le point M est fc-rationnel et que Ljyj = k(M), de sorte 
que 7 m = 1. Notons alors le hensélisé de l’anneau local de en M, 
Km son corps des fractions et v la valuation normalisée associée. Posons 
G = Spec(,^£[). Si m G 62 (G,^), nous dirons que le triplet 
représente m si c’est un triplet d’éléments de dont le produit est un carré, 
si v{mi),v{m 2 ), v{m^) G {0,1} et si la classe dans .^(K^) du couple (m^, 7712 ) 
est égale à m. Soit {i,j,k) l’unique permutation cyclique de (1,2,3) telle que 
Pj(M) = 0. Gomme dans la proposition 1.5, le sous-groupe 62 (C, <^) C .^(K^) 
est égal à l’ensemble des classes représentées par un triplet (rU]^, 777 , 2 , 7713 ) tel 
que v(m^) = 0. 

Soit Sç la composée © 2 ( 0 ,<^) —>■ 2 H^(C,^) —>■ 2 lî^('î(M),F^), où la 
première flèche est issue de la suite exacte (1.3) et la seconde est induite 
par le morphisme ^ —>■ 7 m*Fm- triangle commutatif 



©2(0, <r) 
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il suffit, pour conclure, d’établir que l’on a <5c(m) = 

dans k(M)*/k(M)*^ pour tout m G © 2 ( 0 ,^), où le triplet (mi,m 2 ,m^) 

représente m. 

Vérifions d’abord cette égalité lorsque m G E,j(Kjj^)/2 C © 2 ( 0 ,^) et que 
v{mj) = 1. Comme ^^(m) = 1 (cf. suite exacte (1.3)), il s’agit de montrer 
que mj(M) = Pj{M) à un carré de k(M) près. Choisissons un relèvement 
P G E,j(K((^) de m. Soit (p,^: 1 E" le quotient de E,^ par l’unique point 

d’ordre 2 de E,j(K) qui se spécialise sur Notons (/?" l’isogénie duale de (p^ 
et considérons le diagramme commutatif 


0 

0 





V’r) 

-- 



^ Il 

> Z/2-> E/ E^ 


>0 


> 0 , 


(1.7) 


dont les lignes sont exactes. Le lemme 1.6 montre que la classe de dans 
Em/Em^ = H^(K)/[,Z/2) est égale à l’image de P par le bord de la suite 
exacte inférieure de ce diagramme, puisque celui-ci commute. Soient S" le 
modèle de Néron de E/ sur C, C S" sa composante neutre, la fibre 
spéciale de ê "et 1 ^: Spec(K(M)) —>• C l’immersion fermée canonique. 
L’isogénie 1 ^/ induit un morphisme de suites exactes de faisceaux étales sur C 


0 -> > S" -> -> 0 

0 > >■ (O > *M*Fm ^ 

OÙ l’on convient de noter encore (a la restriction de ta à C. La flèche verticale 
de gauche est surjective d’après le lemme A.l, la flèche verticale de droite 
l’est d’après la proposition A.8 ; la flèche verticale du milieu est donc elle 
aussi surjective. Compte tenu que le noyau de la flèche verticale de droite 
est isomorphe à %^Z/2 (cf. proposition A.8), il en résulte que les lignes du 
diagramme commutatif 

0-> Z/2-> (f"-^ ^^ 0 

( 1 . 8 ) 

- 4 /- 4 - 4 ' 

0 s- zm*Z/2 s- tM*FM ^ *m*Fm s- 0 


sont exactes. Notons a G E]y[(/î(M)) l’image de P par la flèche verticale 
de droite. Comme (1.8) commute, l’image /3 de a dans H^(/î(M), Z/2) = 
k(M)*/k(M)*^ par le bord de la suite exacte inférieure de ce diagramme est 
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égale à la classe de (M) ; il reste donc seulement à vérifier que (3 coïncide avec 
la classe de î 3 j(M). Soit L{^/k(M) l’extension quadratique ou triviale minimale 
telle que le L{^-groupe ^^(m) constant (cf. proposition A.3). 

L’application F^(L^) —>• F]yj(L^) induite par est surjective puisque le 
Lj^-groupe Fjjj L^ est constant ; la classe [3 appartient donc au noyau 

de la flèche de restriction H^(k(M),Z/ 2) —>• H^(L{^,Z/2). D’autre part, 
comme Fi^(L]yj) est d’ordre pair, la suite exacte inférieure du diagramme ( 1 . 8 ) 
montre que F^(L((j) est d’ordre > 2. Compte tenu de la proposition A.4 
et du lemme A.7, il en résulte que la classe de l’extension L((j/k(M) dans 
k(M)*/k(M)*^ est égale à la classe de Pj{M). Ainsi a-t-on nécessairement 
/3 = 1 ou /3 = Pj(M) dans k(M)*//î(M)*^. Supposons, par l’absurde, que 
(3 ^ Pj(M), auquel cas (3=1. Cela signifie que a appartient à l’image de 
la flèche F^(k(M)) —>• F]yj(«;(M)) induite par (/?". Comme (3 ^ Pj(M) et 
que /3 = 1, on a Pj{M) ^ 1 (toujours dans k(M)*/k(M)*^), de sorte que 
L((j ^ «(M). Autrement dit, le «(Mj-groupe F^ n’est pas constant. Vu la 
proposition A.3 et la ligne inférieure du diagramme (1.8), il s’ensuit que la 
flèche F^(«;(M)) —>• Fm(k(M)) induite par est nulle, et donc que a = 0. La 
proposition A.12 permet d’en déduire que l’image de m dans E^(K^)/2 est 
nulle, ce qui contredit l’hypothèse selon laquelle v{mj) = 1 . 

Passons maintenant au cas général. Fixons m G © 2 (C, #) et considérons 
le diagramme commutatif 

E,,(Khj)/2- ^Fm(«(M))/2 

E ,,( K «^;;)/2 -^ Fm (^)/ 2 , 


où k(M) est le corps résiduel de <• La proposition A. 12 montre que la flèche 
horizontale supérieure est surjective et que la flèche horizontale inférieure est 
bijective. D’autre part, la flèche verticale de droite est bijective puisque le 
/î(M)-groupe Fjyj est constant. Il en résulte que la flèche verticale de gauche 
est surjective. 

L’image de m dans H^(K^, 2 E,j) = Z/2 x Z/2 est égale à {v{mi),v( 111 , 2 )) 
et appartient par ailleurs au sous-groupe E^(K^)/2 C H^(K^, 2 E,j), par dé¬ 
finition du groupe de Selmer géométrique. D’après la propriété de surjectivité 
que l’on vient d’établir, il existe un élément m' G E^(K ^)/2 ayant même 
image que m dans H^(K^, 2 E,j). Comme l’égalité que l’on veut démontrer 
est multiplicative et qu’elle a déjà été établie pour m' si l’image de m dans 
H^(K|)(, 2E,j) n’est pas nulle, on peut supposer, quitte à remplacer m par 
m -I- m', que v{mi) = v{m 2 ) = v{m^) = 0, auquel cas m G H^(C, 2 ^) C 
62 (C,^). Le carré commutatif 
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H 1 (C, 2 <^)-iHi(C,^) 

H 1 (/c(M), 2 Fm) -^HHAt(M),FM) 

montre maintenant que ^ k(M)*//î(M)*^ = H^(k(M), 2 F]yj) est égal 

à l’image de m par la flèche H^(C, 2 <?) —>■ H^(k(M), 2 Fm) induite par le 
morphisme de faisceaux 2 <^’ —>■ *m*( 2 Fm)- Celui-ci s’identifie à la composée 
2 <? -1 *m*( 2 ' 4 i) *m*( 2 ^m/ 2 '^m). compte tenu que 2 ^m = Z/2 x Z/2, 

2 ( 0 ^ = z/2 et 2 F]yj = Z/2. Comme H^(C, 2 <^) = = .^(k(M)) et que ces 

isomorphismes canoniques appliquent m G H^(C, 2 ^) sur (toi(M), m 2 (M)) G 
iï(/î(M)), on en conclut que (5c(m) est égal à l’image de (m 2 (M),TO 2 (M)) 
par l’application i5(/î(M)) —1 k(M)*//î(M)*^ obtenue en tensorisant par 
s;(M)*/k(M)*^ la flèche 2 E^(K) = Z/2 x Z/2 —^ Z/2 de quotient par l’unique 
point d’ordre 2 de E^(K) qui se spécialise sur D’où le résultat, grâce au 
lemme 1 . 6 . □ 

L’énoncé de la proposition 1.8 se simplifie dans le cas de mauvaise réduc¬ 
tion en M de type I„ avec n > 2. 

Corollaire 1.9 — Soit M G ^ tel que le polynôme r s’annule avec 
multiplicité >1 en M. Pour tout m G 62 (A/,^), on a ù]yi(m) = m^{M) G 
s;(M)*/(k(M)*^, 7]yj), où le triplet représente va. et i & {1,2,3} 

est tel que = 0. 

Démonstration — Vu la proposition 1.8, il suffit de vérifier que la classe de 
Pj(M) dans k(M)*/k(M)*^ est égale à ; ceci résulte de la proposition A.4 
et du lemme A.7. □ 

L’explicitation de la condition (D) permet de donner une preuve courte 
du résultat de finitude suivant, qui sera utile à la fois pour la preuve du 
théorème 1.4 et pour son application aux secondes descentes (théorème 1.52). 

Corollaire 1.10 — Si .Æ ^ 0, les groupes et ©q^, sont finis. 

Démonstration — Le sous-groupe Sj{k) C © 2 (A{,^) étant d’indice fini 
(cf. proposition 1.5), il suffit de prouver que le noyau de la flèche 

n «(M)7WM)*^7 m) 

Me..# 

est fini. L’hypothèse .Æ ^ 0 signifie que le polynôme r n’est pas constant. 11 en 
résulte qu’aucun des Pj n’est constant, puisqu’ils sont tous du même degré. 
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Par conséquent, il existe M^,M 2 G M tels que = 0 et ^ 2 (^ 2 ) = 0- 

D’après la proposition 1.8, l’application 

S){k) - ^ k(M2)*/(/î(M;^)*^, X k{M2)*/{k(M2)*'^,^^ 2 ) 

envoie { 1711 , 7122 ) G Sj{k) sur la classe de { 1711 , 1712 )- On conclut alors en 
choisissant une extension finie galoisienne ^|k dans laquelle se plongent et 
Lm 2 et en remarquant que le noyau de la flèche de restriction 9){k) —>■ S){t} est 
fini puisqu’il s’identifie au groupe de cohomologie H^(Gal(£/fc), Z/2 x Z/2). □ 

1.4 Symétrisation du calcul de Selmer 

Nous détaillons ici une construction due à Colliot-Thélène, Skorobogatov 
et Swinnerton-Dyer (cf. [21, §1]) permettant d’exprimer le groupe de 2-Selmer 
d’une courbe elliptique sur un corps de nombres comme le noyau d’une 
certaine forme bilinéaire symétrique, l’intérêt de cette opération étant que 
le comportement en famille de ladite forme bilinéaire sera plus facile à étudier 
que celui du groupe de 2-Selmer. Les résultats de ce paragraphe ne sont pas 
nouveaux, à l’exception de la proposition 1.16; tout au plus leur présentation 
est-elle quelque peu simplifiée (notamment, les espaces n’interviennent que 
dans la proposition 1.16). 

La symétrisation du calcul de Selmer nécessite trois types d’ingrédients : 
les théorèmes de dualité locale (pour les modules finis et pour les courbes 
elliptiques, cf. [51, Ch. I, §2 et §3]), un peu de théorie du corps de classes 
global, et de l’algèbre linéaire sur F 2 . Les preuves sont légèrement plus 
simples lorsque les points d’ordre 2 de la courbe elliptique considérée sont 
tous rationnels (et nous ferons donc cette hypothèse) ; le type de réduction ne 
joue en revanche aucun rôle. 

Les notations de ce paragraphe sont indépendantes de celles du reste du 
chapitre. Soit k un corps de nombres. Notons fl l’ensemble de ses places, et 
fixons un sous-ensemble fini Sq C fl contenant les places archimédiennes, les 
places dyadiques et un système de générateurs du groupe de classes de k. Soit E 
une courbe elliptique sur k dont tous les points d’ordre 2 sont rationnels. Pour 
V G on définit les F 2 -espaces vectoriels suivants : 

V, = Hi(fc„, 2 E) ; WjE) = E(fcJ/2 ; T„ = Ker (V, ^ H1(C,2E)), 

où désigne une extension non ramifiée maximale de k^. La suite exacte de 
Kummer permet de voir W„(E) naturellement comme un sous-espace de Y^. 
Pour S C fl fini contenant Sq, on pose : 

Vs=0V, ; l^ = Kerlu\k,2E)^ J] H1(C,2E) 

vgs \ ven\s 
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Lemme 1.11 — La flèche naturelle I® —>■ Vg est injective. 

Démonstration — Le choix d’un isomorphisme de fc-groupes 2 E 
nous ramène à prouver que la flèche naturelle ^g/^g^ —>■ 
est injective, en notant l’anneau des S-entiers de k. Il s’agit là d’une 
conséquence de la théorie du corps de classes (cf. [9, Chapter VII, Lemma 9.2] ; 
c’est ici que l’hypothèse que Sq contient un système de générateurs du groupe 
de classes de k sert). □ 

L’accouplement de Weil 2 E x 2 E —>■ Z/2 et le cup-produit induisent une 
forme bilinéaire alternée non dégénérée x V„ —>■ Z/2 pour tout v G il 
(cf. [51, Ch. I, Cor. 2.3 et Th. 2.13]), notée par la suite (•, •)„. Le sous-espace 
W„(E) C V„ est totalement isotrope maximal (cf. [51, Ch I, Cor. 3.4 et 
Rem. 3.7]). De plus, il résulte du théorème de F. K. Schmidt que W^(E) = 
pour toute place u G D \ Sg de bonne réduction pour E. 

Munissons Vg de la somme orthogonale des accouplements (•, •)„. La loi de 
réciprocité globale montre que le sous-espace I® C Vg est totalement isotrope ; 
un calcul de dimensions utilisant le théorème des unités de Dirichlet et la 
formule du produit permet de voir qu’il est même totalement isotrope maximal 
(cf. [21, Prop. 1.1.1]). 

Lemme 1.12 — Il existe des sous-espaces totalement isotropes maximaux 
K„ C V„ pour U G Sg tels que Vg^, = 1®° © ©^gg^ K^. 

Démonstration — Ce lemme est prouvé dans [21, Lemma 1.1.3]. En voici une 
démonstration plus courte, due à Swinnerton-Dyer. Les espaces s’écrivent 
comme des sommes orthogonales de plans hyperboliques. Il suffit donc de 
voir qu’étant donnés une famille (Vj^^i^n de plans hyperboliques sur F 2 
et un sous-espace totalement isotrope maximal I de leur somme orthogonale 
V = © Vj, il existe des droites Kj C Vj telles que V = I © © Kj. Prouvons-le 
par récurrence sur n. Si n = 0, il n’y a rien à démontrer. Supposons donc 
n > 0 et prenons pour une droite quelconque de V„ non incluse dans 1. 
Posons V“ = ©/Çi^ Vj et I" = V“ n(I + K„). Il est facile de voir que 1“ C V“ 
est totalement isotrope. De plus, dim(V“) = 2n — 2 et dim(I“) > dim(V“) + 
dim(I + K„) — dim(V) = n — 1, ce qui montre que 1“ est totalement isotrope 
maximal. L’hypothèse de récurrence fournit des droites Kj C Vj pour i < n 
telles que V“ = 1“©©”/"/ On a alors (I+K„)n©/L'/ C = 

0, donc I n ©/^i Kj C I n K„ = 0, d’où finalement V = I © ©"^^ Kj. □ 

Supposons choisis des K„ C pour v G Sg comme dans le lemme ci- 
dessus et notons pour v G 11 \ Sg. On dispose maintenant d’un sous- 

espace totalement isotrope maximal C Y^ pour chaque v € il. Posons 
Ks = ©«es pour S C D. 

Lemme 1.13 — On a Vg = I® © Kg pour tout S C il fini contenant Sg. 
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Démonstration — En effet on a l’inclusion I®nKg C HKg^ de sous-groupes 
de 2 E), or I®'’ fl Kg^ = 0 par définition des K^,. □ 

Le groupe de 2-Selmer de E est par définition le sous-groupe Sel 2 (fc,E) de 
2 E) constitué des classes dont l’image dans V„ appartient à W„(E) pour 
tout U G n. Il s’identifie à I® fl Wg(E) si S contient l’ensemble des places de 
mauvaise réduction pour E puisqu’alors W^(E) = pour v ^ S. Nous allons 
maintenant nous intéresser à un sous-groupe intermédiaire entre Sel 2 (fc,E) 
et I®, à savoir 

J^S(E) = lSn(Wg(E) + Kg). 

Cette définition est à mettre en parallèle avec celle du groupe de 2-Selmer 
géométrique d’une courbe elliptique sur le corps des fonctions de la droite 
projective, dans laquelle intervenaient les hensélisés stricts des anneaux locaux 
de la base (par opposition aux hensélisés). 

Soient a, b G J^®(E). Par hypothèse, il existe a„, pour u G S avec 

G W^(E), a(, G K„ et a = + “«)■ Posons 

{a,b) ='^{a^,b)^. (1.9) 

w6S 


Étant donné que W^(E) et K„ sont totalement isotropes, cet élément de Z/2 
ne dépend que du couple (a, 6). La formule ci-dessus définit donc une forme 
bilinéaire J^®(E) x J^®(E) —)■ Z/2. 

Soient /3„ G W„(E), /?/ G pour w G S tels que b = J2vGs(f^v +/3/)- La loi 
de réciprocité globale entraîne que P®-'^ ailleurs, {a,b)^ = 0 

pour V ^ S car les images de a et 6 dans pour v ^ S appartiennent au sous- 
espace totalement isotrope W„(E) = ; d’où ^y^s{a,b)y = 0. Utilisant à 

nouveau la propriété qu’ont W„(E) et K„ d’être totalement isotropes, on en 
déduit immédiatement : 

Proposition 1.14 — La forme bilinéaire J^®(E) x J^®(E) — Z/2 définie 
par (1.9) est symétrique. 

Il est évident sur (1.9) que {a,b) = 0 si 6 G Sel 2 (A:,E); le groupe de 
2-Selmer est donc inclus dans le noyau de cette forme bilinéaire symétrique. 
Montrons maintenant : 

Proposition 1.15 — Si S contient l’ensemble des places de mauvaise réduc¬ 
tion pour E, le noyau de la forme bilinéaire symétrique définie par (1.9) est 
égal au groupe de 2-Selmer de E. 

Démonstration — Supposons que b G (E) appartienne au noyau. On veut 
montrer que b G I®nWg(E) ; pour cela, il suffit que b soit orthogonal à Wg(E) 
dans Vg, puisque Wg(E) est totalement isotrope maximal. Soit w G Wg(E). 



1.5. Preuve du théorème 1.4 


37 


D’après le lemme 1.13, il existe o G I® tel que a — w G K 3 . On a alors 
a G et par hypothèse (a, b) = 0 , ce qui signifie précisément que w et b 

sont orthogonaux dans Vg. □ 

Notons 1^(E) l’image de W„(E) par la flèche de restriction 2 E) —1 

2 E), pour V G D\Sg. Le sous-espace W^(E)-|-K„ de est exactement 
l’image réciproque de 1 ^(E) par cette flèche, puisque pour de tels v. 

Autrement dit, le sous-espace 1 ^(E) de H^(A;“, 2 E) suffit à déterminer la 
condition en une place v G S \ Sg pour qu’un élément de I® appartienne 
à J^®(E). La proposition suivante nous sera utile par la suite : elle permet 
d’exprimer cette condition en termes de modèles de Néron. 

Proposition 1.16 — Soit v G fl \Sq. Notons k le corps résiduel de v, k une 
clôture algébrique de k et F le K-schéma en groupes fini étale des composantes 
connexes de la fibre spéciale du modèle de Néron de E (g)^, sur On a 
alors canoniquement 1^(E) = Im(F(K) — 1 F(k)/2). 

Démonstration — Vu le carré commutatif 

E(fcJ/2<-^Hi(fc„, 2 E) 

E(/c”)/ 2 '-^HHC, 2 E), 

le groupe 1^(E) s’identifie à l’image de la flèche naturelle E(fc„)/2 —>• E(fc“)/2. 
Considérons maintenant le carré commutatif 

E(fcJ/ 2 ^^F(Ac )/2 
E(fc“)/2 ^ F(k)/2 , 

où r et r' sont induites par les flèches de spécialisation. Il résulte de la 
proposition A. 12 que r' est un isomorphisme et que r est surjective, d’où 
le résultat. □ 


1.5 Preuve du théorème 1.4 

Pour prouver le théorème 1.4, on peut évidemment supposer la fibration 
tt: X —>■ relativement minimale. L’intérêt de cette hypothèse est essentiel¬ 
lement qu’elle permet d’écrire que U = Aj, \ ^. On désigne par G (resp. i^g, 
pour S C n) l’anneau des entiers (resp. des S-entiers) de k. D’autre part, on 
conserve la notation h(X) = Gjj^(X)/2 x Gj„(X)/2 du paragraphe 1.3. 

Les paragraphes 1.5.1 à 1.5.3 contiennent des définitions et résultats 
préliminaires à la preuve proprement dite du théorème 1.4, qui occupe le 
paragraphe 1.5.4. 
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1.5.1 Triplets préadmissibles, admissibles 

Si a; G est un point fermé, on note x son adhérence schématique 
dans P^. C’est un ^-schéma fini génériquement étale. On définit de même 
l’adhérence x de x dans P^^ lorsque x est un point fermé de P^^ et que 
V G Si S C n est assez grand pour que x fl P^^ soit étale sur Spec(^g), 
l’ensemble des points fermés de x fl P^^ s’identifie à l’ensemble des places 
de k(x) dont la trace sur k n’appartient pas à S. On utilisera librement cette 
identification par la suite. 

Soit S un ensemble fini de places finies de k contenant les places dyadiques. 
Soit ^ une famille un ensemble fini de places finies 

de k(M). Notons T^j C l’ensemble des traces sur k des places de On 
dit que le couple (S, est préadmissible si la condition suivante est satisfaite : 

(1.10) les sous-ensembles Tjyj C fl pour M G sont deux à deux disjoints 

et disjoints de S ; le ^g-schéma P^^ ^ étale ; pour tout 

M G ^, l’application trace —>• Tj^j est bijective. 

Soit X G U(fc). On dit que le triplet (S, 3"^x) est préadmissihle si le couple 
(S, £é) l’est et si de plus la condition suivante est satisfaite : 

(1.11) X est entier hors de S {i.e. x fl 5o fl P^^ = 0) ; pour tout M G 

le schéma x fl M fl P^^ est réduit, et son ensemble sous-jacent est la 
réunion de et d’une place de /î(M) hors de T(^, que l’on note W]y[. 

Étant donné un tel triplet (S, f5^,x), on notera trace de rcjyj sur k, 

et l’on posera 

T = SU U Tm 

Me..# 

et 

T(x) = T U {vm ; M G 


Les conditions de préadmissibilité sont de nature géométrique. Nous 
voudrons aussi imposer une condition arithmétique sur les triplets considérés 
afin d’assurer l’existence de points locaux sur (cf. condition (1.13) ci- 
dessous, et proposition 1.30). Le lemme suivant, valable sur tout corps de 
caractéristique 0, nous sera utile pour définir cette condition. 

Lemme 1.17 — Soit M G Pour tout d G 2Iî^(k(M),F jyj), il existe 
une extension quadratique ou triviale minimale Kj^ ^ de /î(M) telle que d 
appartienne au noyau de la restriction H^(k(M), Fjy[) —> H^(Ljy[K]yj Fj^j) et 
que LjyfKjyj ^ se plonge hj^-linéairement dans toute extension é/Ljyj telle que 
l’image de d dans H^(£,F]yj) soit nulle. 
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Démonstration — Choisissons un isomorphisme Fi^(L]yj) Z/2n pour un 
n G N*. Cet isomorphisme induit une action de G = Gal(Ljy[/K(M)) sur Z/2n 
par transport de structure. Munissons Z/n et Z/4n de l’action triviale de G si 
G = 1, de l’action de G par multiplication par —1 si G = Z/2, et considérons 
le diagramme commutatif de groupes abéliens suivant, dont les lignes et les 
colonnes sont exactes : 


0 0 

0-^ Z/2-^ Z/2n-i Z/n-^ 0 



0-iZ/2- >Z/An -^Z/2n-^ 0. (1.12) 


Z/2 Z/2 

0 0 

Compte tenu du lemme 1.2, toutes les flèches de ce diagramme sont G-équi- 
variantes, de sorte que des suites exactes de cohomologie s’en déduisent par 
passage aux invariants sous G. Notons u: H^(/î(M), Z/2) —i («;(M), Fjyj) 
l’application induite par l’inclusion Z/2 ^ Fj^ et v: 7^12 —i («;(M),Fj^j) 
le bord de la suite exacte verticale de gauche du diagramme ci-dessus. 
Remarquant que la flèche oblique est l’endomorphisme de multiplication 
par 2 dans Z/2n, une chasse au diagramme permet de voir qu’il existe 
a G H^(/î(M), Z/2) et /3 G Z/2 tels que d = u{a) + v{f3), grâce à l’hypo¬ 
thèse selon laquelle 2d = 0. Soit Kjyj ^ l’extension quadratique ou triviale 
de k(M) définie par a. L’image de u(/3) dans H^(LM,F]yj) est nulle puisque 
l’application H°(Lj^,Z/4n) —>■ H°(L]yj,Z/2) issue de la suite exacte verticale 
du diagramme (1.12) est surjective. Il en résulte que l’extension Kj^^^//î(M) 
satisfait bien aux conditions voulues. □ 

On notera par la suite Kjyj le corps Kjyj ^ donné par le lemme 1.17 en pre¬ 
nant pour d l’image de [^] par la flèche naturelle H^(C, (o) —>■ H^(/î(M),F jyj). 

Le couple (S, sera dit admissible s’il est préadmissible et que la 
condition suivante est vérifiée : 

(1.13) pour tout M G les places de sont totalement décomposées 
dans L]y[K]yj. 
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Si a; G U(fc), on dit enfin que le triplet {S,£^,x) est admissible s’il est 
préadmissible, si le couple (S, est admissible et si pour tout M G la 
place est totalement décomposée dans 

1.5.2 Calcul symétrique des groupes de Selmer en famille 

Pour chaque x G U(fc), les résultats du paragraphe 1.4 fournissent un 
F 2 -espace vectoriel de dimension finie muni d’une forme bilinéaire symétrique 
dont le noyau est canoniquement isomorphe au groupe de 2-Selmer de S'^. 
Si l’on cherche à étudier la variation des groupes de 2-Selmer des fibres de 
d’y —>■ U au-dessus de points rationnels, il convient de s’intéresser d’abord à 
la variation de cette forme bilinéaire et de l’espace sur lequel elle est définie. 

Fixons un isomorphisme de K-groupes 2 ^rj (2/2)^- H s’en déduit un 
isomorphisme 2 ^ (Z/2)^ de P^-schémas en groupes (par exemple en 

appliquant aux faisceaux étales associés le foncteur d’image directe par l’in¬ 
clusion du point générique), et donc un isomorphisme de fc-schémas en groupes 
2 ^x (Z/2)^ pour tout X G P^. Utilisant l’additivité de la cohomologie, on 

obtient des isomorphismes H^(K, 2 E,j) -^(K), H^(â:, 2 <C:) etc. 

Ils seront par la suite sous-entendus. 

Posons = Pff \ (^Umg.^u{oo} • Conformément aux conventions de 
l’introduction, nous noterons le i^g-schéma ^g, pour S C U. Il est 

égal à n P^g. Soit Sq C U un ensemble fini contenant l’ensemble Sq du 
paragraphe 1.4, assez grand pour que l’image de 2 ^r](^) dans E^(K)/2 C 
H^(U, Z/2) = i 4 (U) (cf. lemme 1.3) soit incluse dans et pour que la 

conclusion du lemme suivant soit satisfaite. 

Lemme 1.18 — Il existe un ensemble fini Sq C U tel que pour tout triplet 
admissible {S,£I,x) avec Sq C S, tout M G ^ et tout v G Tjy U {ujy}, 
le K{v)-groupe des composantes connexes de la fibre spéciale du modèle de 
Néron de ky au-dessus de Gy soit constant isomorphe à Fiy(Liy) et 

l’isomorphisme canonique 2 '^xi.k) = 2 E,j(K) fasse se correspondre l’unique 
point de 2 *^xik) \ { 0 } Qui se spécialise sur la composante neutre du modèle de 
Néron de 0 ^, ky au-dessus de Gy et l’unique point de 2 E^(K) \ {0} qui se 
spécialise sur (cf. lemme A. 13). 

Démonstration — La courbe elliptique E^^/K admet une équation de Weier- 
strass minimale de la forme 

Y2 = (X-ei)(X-e 2 )(X-e 3 ) (1.14) 

avec 63 , 62,63 G k[f\. Soit Sq C U l’ensemble des places finies en lesquelles 
l’un des coefficients des polynômes e^ pour i G {1,2,3} n’est pas entier ou le 
coefficient dominant de l’un des polynômes e^ — Cj pour i, j G (1, 2, 3} distincts 
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n’est pas une unité. Soit (S,^,a:) un triplet admissible tel que Sq C S. La 
courbe elliptique S^/k a. pour équation de Weierstrass 

= (X - ei(x))(X - e 2 (a:))(X - 63 ( 0 :)). (1.15) 

Soient M G ^ et v € Tjyj U Comme est à réduction multiplicative 

en M, un et un seul des polynômes 63 — 62 , 62 — 63 et 63 — 63 s’annule 
en M. Quitte à renuméroter les 63 , on peut supposer que (63 — 62 ) (M) = 0. 
Notons V (resp. la valuation normalisée de k (resp. de K) associée à 
la place v (resp. au point M). La définition de Sq et la préadmissibilité 
du triplet {S,£^,x) entraînent que les coefficients de l’équation (1.15) sont 
des entiers v-adiques et que v(e^(x) — ej(x)) = — e^) pour tous i,j 

distincts. Comme (63 — e 2 )(M) = 0, (62 — 63 )(M) ^ 0 et (cg — e 3 )(M) yé 0, 
il en résulte que l’équation de Weierstrass (1.15) est minimale en v, que la 
courbe elliptique est à réduction multiplicative en v, qu’elle est à réduction 
multiplicative déployée si et seulement si l’image de 63 (x) — 63 (x) dans k(v) 
est un carré, que le /î(v)-groupe des composantes connexes de la fibre spéciale 
du modèle de Néron de (a 0/. k^ au-dessus de est constant si 63 — 62 
s’annule en M avec multiplicité 1 et enfin qu’il est isomorphe à F]yj(L]yj) s’il est 
constant. Vérifions maintenant que ce groupe est constant si Vy^{ei — 62 ) > 1. 
Sous cette hypothèse, la classe dans /î(M)*//î(M)*^ de l’extension quadratique 
ou triviale L]yj/K(M) est égale à celle de (63 — e 3 )(M) (cf. proposition 1.7). 
Comme le triplet (S, , x) est admissible, l’unique place w de /î(M) divisant v 

et appartenant à l’intersection x fl M est totalement décomposée dans L]y 3 ; 
autrement dit, l’image de (63 — 63 )(M) dans k(M)* est un carré. La courbe 
elliptique est donc à réduction multiplicative déployée en v, compte tenu 
que (63 — 63 )(M) G k(M) est une unité rc-adique et que son image modulo w 
est égale à l’image de 63 (x) — e 3 (x) dans k{v). L’assertion voulue s’ensuit 
(cf. corollaire A.5). 

L’équation de Weierstrass (1.14) (resp. (1.15)) étant minimale, il suffit de 
la réduire modulo M (resp. modulo v) pour déterminer quel point d’ordre 2 
se spécialise sur la composante neutre du modèle de Néron (cf. preuve du 
lemme 1.6). On voit ainsi que c’est le point de coordonnée X = 63 ( 1 X 1 ) 
(resp. X = 63 (x)), d’où le résultat. □ 

Choisissons une fois pour toutes une famille de sous-espaces (K^)„gg^ 
vérifiant la conclusion du lemme 1 . 12 . 

Soit (S, x) un triplet admissible tel que Sq C S. Notons N = 
vu comme sous-groupe de H^(fc, 2 ^a,) = S){k). Par un léger abus de langage, 
pour V € ilf, on parlera de la valuation en v d’un élément de Sj{k) pour dési¬ 
gner son image dans par la flèche induite par la valuation normalisée 

associée à v ; de même pour la valuation en M G ^ d’un élément de iï(U). 

La valuation d’un élément de S^{k) est égale à son image par la flèche 
de restriction S){k) = H^(fc, 2 ^a,) —t H^(A:))"', 3 ^ 2 ,) = ^{k™) = La 

condition en une place v G T(x)\S sur un a G Sj{k) pour qu’il appartienne à N 
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est donc que sa valuation en v appartienne au sous-groupe C (Z/2)^ 

introduit au paragraphe 1.4. 

Soit Nj C N le sous-groupe constitué des vecteurs e G N ayant mêmes 
valuations en v et en pour tout M G ^ et tout v G Tj^. Nous allons 
maintenant montrer que l’on peut injecter N dans le groupe de 2-Selmer 
géométrique de S au-dessus de la droite affine, ce qui permettra ensuite de 
comparer les sous-espaces pour diverses valeurs de x et 3'. 

Lemme 1.19 — L’application —>■ lï(^T(æ)) d’évaluation en x est un 

isomorphisme. 

Démonstration — Remarquons d’abord que l’application en question est bien 
définie, car xC\ C Elle s’inscrit dans le diagramme 

0-J] (Z/2)2-^0 

Me..# 

(1.16) 

0-n (Z/2)"-'0’ 

Me.#' 

où a associe à un couple de classes de fonctions rationnelles sur la famille 
des classes module 2 de leurs ordres d’annulation aux points de .Æ, et /3 
est induite par les valuations sur k. Ce diagramme commute en vertu de 
l’hypothèse de transversalité dans la définition d’un couple préadmissible, et 
ses lignes sont exactes parce que les groupes Pic(A^^) et Pic(i^rp) sont nuis 
(par construction de Sq). Le lemme des cinq permet de conclure. □ 

On notera .^(i^T(æ)) l’isomorphisme inverse de l’évaluation 

en X. Le groupe C H^(fc, 2 E) = Sj{k) s’identifie à ^(^T(æ)) puisque T(x) 
contient un système de générateurs du groupe de classes de k. On peut donc 
considérer l’image de N par ip. 

Proposition 1.20 — Pour tout M G ef tout a G l’image 

de a dans H^(K^, 2 E^) = appartient au sous-groupe E^(K^)/2 si 

et seulement si l’image de a(x) par la valuation appartient au sous-groupe 
1^.m(4)c(Z/2)2. 

Démonstration — Vu la commutativité du diagramme (1.16), il suffit de 
montrer que les sous-groupes ^^^(^a;) et E^(K^)/2 de (Z/2)^ sont égaux, 
ce qui résulte du lemme suivant. □ 

Lemme 1.21 — Pour tout M G et tout v G Tjyj U {i'm}, les sous-groupes 
#(,(^ 2 ,) et E^(K|)()/2 de (Z/2)^ sont égaux et d’ordre 2. 
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Démonstration — La proposition A.14 montre que E^(K|5)/2 = 

(comme sous-groupes de (Z/2)^), compte tenu de la conclusion du lemme 1.18. 
Par ailleurs, le groupe E^(K^)/2 est d’ordre 2 d’après les propositions A. 12 
et A.3. Comme ^st inclus dans (é?,(Â :”'')/2 (en tant que sous-groupe de 

(Z/2)^), il reste seulement à vérifier que 0 ; or ceci découle de la 

proposition 1.16 puisque le K(î;)-groupe des composantes connexes de la fibre 
spéciale du modèle de Néron de sur est un K(r;)-groupe constant 

cyclique d’ordre pair (cf. proposition A.3 et conclusion du lemme 1.18). □ 

Corollaire 1.22 — Le sous-espace ip{N) de iï(K) = H^(K, 2 E,^) est inclus 
dans © 2 (A^, (a). 

Démonstration — Etant donné que C iï(U) C H^(U, 2 ^), il suffit 

d’appliquer la proposition 1 . 20 . □ 

Proposition 1.23 — Soit (a:„)„ 6S G nt,es(Pfe \^){k^). Il existe une famille 
(^)„gs voisinages v-adiques des telle que ni le sous-espace V’(Ni) de 
ni la forme bilinéaire symétrique 

t^(Nj X ^(Ni) ^ Z/2 (1.17) 

induite par la restriction à de la forme bilinéaire sur N définie par (1-9) 
ne varient lorsque (é^,x) parcourt l’ensemble des couples tels que le triplet 
(S, é^,x) soit admissible et que x G pour tout v € S. 

Remarque — L’énoncé ci-dessus ne sous-entend pas que l’ensemble parcouru 
par le couple (t^,x) n’est pas vide. 

Démonstration — La préadmissibilité du triplet (S, Sé,x) entraîne que 

G •^('^^.p) ; VM G ^, Vî; G Tjyj, v{a{x)) = Vyi{a{x)) G (Z/2)^}. 

De cette égalité, de la définition de N;^ et du lemme 1.21, on déduit : 

V’(Ni) = 62 (A/, <^) n {a g •Jï('^^g) ; Vv G S, a{x)\y^ G -I- K^}, 

où a(a;)|v„ désigne l’image de a{x) par la flèche naturelle S’){k) —>■ Sj{k^) = V^. 
Le membre de droite est évidemment indépendant de et il ne dépend pas 
non plus de x si l’on choisit les voisinages assez petits, comme le montre 
le lemme suivant. 

Lemme 1.24 — Pour tout v € Ll, le sous-groupe W„(^ 2 ,^) de Sj{k^) est une 
fonction localement constante de x^ G U'(fc^), où U' = P/ \ ^. 

Démonstration — Comme S)(k^) est fini, il suffit de voir que pour tout 
a G Sj{k^), l’ensemble des x^ G U'(fc„) tels que a appartienne à est 
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ouvert et fermé dans Autrement dit, si l’on note Y —>• un torseur 

sous dont la classe dans (f) est l’image de a par la composée 

MK) C MV'kJ 

on doit prouver que l’image de l’application Y(Â:„) —>■ U'(Â:„) est ouverte et 
fermée. Ces deux propriétés découlent respectivement de la lissité et de la 
propreté du morphisme Y —>■ (l’image est ouverte d’après le théorème des 
fonctions implicites ; pour montrer qu’elle est fermée, on peut remarquer que 
le morphisme Y —>• est projectif, auquel cas l’assertion est évidente, ou se 

servir du lemme de Chow pour se ramener à cette situation). □ 

Passons maintenant à l’étude de la forme bilinéaire symétrique (•,•) 
sur V’(Ni) induite par la forme bilinéaire N x N —>■ Z/2 définie par (1.9). 

Lemme 1.25 — Pour tout M G il existe G © 2 (A/,^) tel 

que pour tous et x tels que (S, x) soit admissible et tout v G T]y[ U {r'ivi}» 
l’image de gyiK) dans V„ appartienne à W„(^„,) mais pas à K„. 

Démonstration — Soit M G Supposons d’abord que le groupe F]yj(L]yj) ne 
soit pas d’ordre 2. Comme Pic(i^g) = 0, il existe une fonction / G 
de valuation 1 en M et de valuation nulle en tout autre point de Notons 
P G 2 E^(K) l’unique point d’ordre 2 qui se spécialise sur (cf. lemme A. 13) 
et G l’image de / par l’application obtenue en tensorisant par 

Gm('^^g)/2 l’inclusion t: Z/2 Z/2 x Z/2 de P dans 2 E^(K) = Z/2 x Z/2. 

Montrons que ^ ^a condition aux points de \ {M} 

est satisfaite puisque l’image de g^ dans H^(K^, , 2 E,j) est même nulle pour 
M' jé M. Pour vérifier que l’image de g^^ dans H^(K^, 2 E^) appartient au 
sous-groupe E^(K^)/ 2 , il suffit de constater qu’elle appartient à l’image de 
la flèche H^(K^, Z/2) —>• H^(K^, 2 ^r}) induite par l (c’est l’image de la classe 
de /) et d’appliquer la proposition A. 14. 

Soient é7 et x tels que le triplet (S,f5^,a;) soit admissible. Soit v G 
Tm U {'Cm}- Ea commutativité du diagramme (1.16) entraîne que les images 
respectives de g^^ et de guK) dans (Z/2)^ par les valuations en M et en 
coïncident. Compte tenu du lemme 1.21 et de la définition de g^^, il en 
résulte que l’image de PmK) dans V„ appartient à W^{M) + M niais pas 
à K^. Il reste seulement à prouver qu’elle appartient à Wy(M), ou encore, 
ce qui revient au même, que son image 7 dans H^(fc„,^ 2 ,) est nulle. Notons 
P^ G M{k) l’image de P par l’isomorphisme canonique 2 E,j(K) = 2 ‘°xiK ^t 
(p: M ^ ê'J. le quotient de par P^. Soient (resp. ^") le modèle de Néron 
de (g)J, (resp. 0 ^, fc„) au-dessus de et F (resp. F") le K(v)-groupe 
fini étale des composantes connexes de la fibre spéciale de (resp. ^”). 
D’après la propriété universelle des modèles de Néron, l’isogénie p s’étend en 
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un morphisme (£_: L’appartenance de l’image de <7 m(^) dans V„ 

au sous-groupe -I- K„ se traduit par celle de 7 à d’après 

la suite spectrale de Leray pour le faisceau étale sur Spec(Â:„) et 

l’inclusion du point générique de Spec(^„). Comme F]y[(Li^) est d’ordre pair 
(cf. proposition A.3) différent de 2, il résulte de la conclusion du lemme 1.18 
que la courbe elliptique est à réduction multiplicative déployée en v 
(cf. corollaire A.5). La flèche de spécialisation —>• H^(k(î;),F) 

est donc injective (d’après le théorème de Hilbert 90 et le lemme de Hensel, 
cf. preuve de la proposition A. 12 pour les détails), de sorte qu’il suffit, pour 
conclure, de prouver que l’image de 7 dans H^(K(ti),F) est nulle. 

La classe 7 appartient à l’image de la flèche H^(fc„,Z/2) —>• 
induite par l’inclusion de P^, dans Son image par la flèche —>■ 

induite par (£ est donc nulle. Notant i l’inclusion du point 
générique de Spec(^„) et ^q: F —>■ F" le morphisme déduit de le carré 
commutatif 


♦i£o 


> LF" 


permet d’en déduire que l’image de 7 dans H^(K(r!), F) appartient au noyau de 
la flèche H^(k(v),F) —>• H^(k(v),F") induite par^Q. D’après la proposition A.8 
et la conclusion du lemme 1.18, on a une suite exacte 


0-^ F-^ F"-^ Z/2-^ 0 


de K(î;)-groupes. Comme <1/ est à réduction multiplicative déployée en v et de 
type I„ avec n > 2, les K(v)-groupes de cette suite exacte sont tous constants 
(cf. corollaire A.9). La flèche H^(k(î;),F) —)■ H^(«;(v),F") est donc injective, 
ce qui prouve finalement que 7 = 0. 

11 reste à traiter le cas où F^ = Z/2. On choisit alors Q G 2E^(K) \ {0, P} 
et l’on définit comme l’image de Q dans E^(K)/2 C 62(A/,^). On a 
5 m € par définition de Sq. Il est évident que l’image de gui^) dans 

V„ appartient à pour tout x G U(Â:) et toute place v. Supposons 

qu’il existe ^ et x tels que le triplet (S, x) soit admissible, et une place 
V G Ti^U{u]y[} telle que l’image de 5 m( 2^) dans V„ appartienne à K„, autrement 
dit telle que l’image de gui^) dans H^(Â:/'', 2^2,) soit nulle. Compte tenu de 
l’inclusion S'^{k^'^)j2 C Yi^ik™ l’image de Q,,, dans <S^{k™)l2 est alors 
nulle, où Qj, G 2'^æ(^) désigne l’image de Q par l’isomorphisme canonique 
2E^(K) = 2 ^x{^)- D’après le corollaire A.12, cela signifie que l’image de Q^, 
dans F{k{v)) = F{k{v))/2 = Z/2 est nulle; en d’autres termes, le point Q^, 
partage avec P,,, la propriété de se spécialiser dans ^ (cf. conclusion du 
lemme 1.18). Vu le lemme A.13, il en résulte que Q^, G {0,P2,}, d’où une 
contradiction. □ 
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Soient a,b G V'(Ni) et G a'^ G K„ pour v G T(a;) tels que 

l’image de a{x) dans V-p(a;) s’écrive X]t,gT(æ)('^w + ^’v)- Posons : 

J^{a) = {M G a ^ Ker (io(U) —>■ ^(K^))}. 

Pour tout M G ^ et tout v G U on a M G ^{a) si et seulement si 

^ (commutativité du diagramme (1.16)), si et seulement si ^ K„ 
(définition de Nj^), si et seulement si € K„ (propriétés de 5 m(^) ot 

lemme 1.21, qui affirme que est d’ordre 2). Quitte à modifier les «(,, 

on peut donc supposer que = 5 M(a;) pour tout v G UM 6 .^(a)(TM U {î^mD 
et que = 0 pour tout autre v G T(x) \ S. On a alors 

vGT(x) 

= '^{av,Hx))v+ X X i9Mix),b{x))^ 

vGS M.G^{a) yiiÇTMUl'Uivi} 

Le terme J2ves(^v’K^))v indépendant de {^,x) si les sont assez 
petits, d’après le lemme 1.24. Le lemme suivant montre qu’il en va de même 
pour les autres termes de la somme ci-dessus, ce qui termine de prouver la 
proposition 1.23. □ 

Lemme 1.26 — Soient f^g € © 2 (A^,^) r\Sj{^g,^). Pour tout M G 

X (/( 2 ;)> 5 (a;))„ G Z /2 

neTMUti’M} 


est indépendant du couple x) tel que le triplet (S, x) soit admissible et 
que X G pour tout v € S. 

Démonstration — La surjectivité de l’application 

n z/2’ 

qui est une conséquence de la nullité de Pic(A^^), permet de supposer que 
la valuation de / est nulle en tout point de ^ sauf au plus un, et de même 
pour g. Quitte à remplacer f on g par fg, ce qui ne modifie pas la somme ci- 
dessus puisque l’accouplement (•, •)^ est alterné, on peut supposer qu’au moins 
l’un de / et de 5 est de valuation nulle en M ; en effet, les valuations de / et 
de 5 en M sont égales si elles ne sont pas nulles puisque /,5 G & 2 {A.\,S) et 
que E,j(K^)/2 est d’ordre 2. Enfin, quitte à échanger / et 5 , on peut supposer 
la valuation de / en M nulle. 
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Tout h G Gjjj(A^g\M)/2 est représenté par une fonction régulière sur 
autrement dit par un polynôme p{t) G Fixons h et supposons p non 

constant. Alors k(M) = k[t]/{p{t)), et si l’on note 6 G k(M) l’image de la 
classe de < et U G le coefficient dominant de p, on a p{t) = — 9). 

Comme M ne rencontre pas la section à l’infini au-dessus de Ô’g (par définition 
de la préadmissibilité), le polynôme — 9) est de valuation nulle 

en toute place v ^ S. Par conséquent u G ^3. Ainsi a-t-on prouvé que 
Gjjj(A^g \ M)/2 est engendré par Gj„(^s)/2 et par le sous-groupe des normes 
de k(M) à k. 

Appliquons ceci aux deux composantes de g : il existe G iô(A).^jyj^ \{M}) 
et U G Jo(^s) tels que g = uN^^Myf.{g^). On a alors g{x) = uN^yji)y{g^{x)). 
Notons f{x) U g{x) la classe de 2 Br(fc) obtenue par l’accouplement de Weil et 
le cup-produit des classes de f{x) et de g{x) dans H^(fc, 2 <Oa,). Par définition 
de l’invariant de la théorie du corps de classes local, on a inv^(/(a;) U 5 (x)) = 
{f{x),g{x))^. D’autre part, pour v G Tj^ U {ujyj}, on a inv^(/(x) U u) = 0 
puisque T„ C Y y est totalement isotrope et que u et f{x) sont de valuation 
nulle en v (nullité de la valuation de / en M et préadmissibilité). On en 
déduit, à l’aide de la formule de projection (cf. [60, Ch. XIV, Ex. 4]) et de la 
compatibilité de l’invariant à la corestriction : 

{f{x),g{x))^ =inv„ Cores^(M)/fc(/(a;) U ^^(a:)) = ^ inv^(/(a:) U 31 ( 0 :)), 

w\v 

où la seconde somme porte sur les places w de k(M) divisant v. Comme la 
valuation de / en M est nulle et que x rencontre transversalement M au-dessus 
de V, la classe de /(a;)/(M) dans jo(K(M)^) est triviale pour toute place w 
de k(M) divisant v. D’où 

(f(x), g(x)}^ = inv„(/(M) U g^ix)) = inv„ Cores,,(M)/fc(/(M) U g^ix)) 

w\v 


pour V G T]y[U{uM}. Les hypothèses sur f, g et x impliquent que /(M) et gi{x) 
sont de valuation nulle en toute place de k(M) dont la trace sur k n’appartient 
pas à S U Tj^ U {u^j}. La loi de réciprocité globale permet donc finalement de 
déduire de l’égalité précédente que 

^ {fix),g{x)),=Y, inv„ Cores^(M)/fc(/(M) U g^ix)), 


et cette quantité est clairement indépendante du couple (^,x) choisi si les 
voisinages pour u G S sont suffisamment petits. □ 

Nous énonçons pour terminer une conséquence immédiate de la définition 
de N]^ et du lemme 1.21 : 
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Lemme 1.27 — La codimension du sous-'F 2 -espace vectoriel de N est 
inférieure ou égale au cardinal de T \ S. 

(On peut prouver que cette inégalité est en fait une égalité, mais cela ne 
nous servira pas.) 

1.5.3 Admissibilité et existence de points adéliques 

Soit {S,é^,x) un triplet préadmissible tel que ^ 0 pour toute 

place U G S. On cherche ici à relier l’existence de points adéliques sur la 
courbe à des conditions portant uniquement sur les places de 3'. Ceci 
n’est pas possible en général : d’autres paramètres sont à prendre en compte, 
notamment l’obstruction de Brauer-Manin verticale à l’existence d’un point 
rationnel sur X, qui est également une obstruction à l’existence d’un a; G U(fc) 
tel que X,p(A^) 0. On va montrer que les hypothèses du théorème 1.4 

permettent d’exprimer un tel lien à condition que Bq soit adéquatement choisi. 

Pour M G ^, notons G «;(M) l’image de t par le morphisme 
k[t] —>■ /î(M) déduit de l’inclusion de M dans A\. Si E est une extension 
quadratique ou triviale de k(M), on pose 

Ae/k(m) = Cores^(M)(t)/fc(t)(E/K(M), t — 0 m) ^ 2Br(U), 

où (•,•) désigne le symbole de Hilbert sur le corps /î(M)(t). Soit Bg C Br(U) 
le sous-groupe engendré par les classes ^t pour M G 

(cf. lemme 1.17 pour la définition de K^). 

Lemme 1.28 — Soit v G Llj. Supposons que pour tout M G toute 
place de «(M) divisant v soit totalement décomposée dans L^Km. Alors 
inv„ A(a;„) = 0 pour tout A G Bq et tout G U(fcj,). 

Démonstration — On peut supposer que A = Agy^j-M) pour un M G 3^ et un 
E G {LmjKm}. On a alors 

inv^A(x^) = ^inv^(E/K(M),a:„ - 0 m)> 

w\v 


où la somme porte sur les places de k(M) divisant v. L’image de la classe de 
l’extension quadratique ou triviale E/k(M) dans k(M)*/k(M)*^ est nulle par 
hypothèse, d’où le résultat. □ 


Proposition 1.29 — Soit (S, 3, x) un triplet préadmissible tel que le couple 
(S, 3) soit admissible et que 
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pour tout A G Bg. Supposons de plus les extensions finies et K]y[/fc non 

ramifiées hors de S pour tout M G ^. Alors le triplet (S, x) est admissible. 

Démonstration — On doit prouver que pour tout M G la place rcjyj de k(M) 
est totalement décomposée dans Ljyj et dans Kjyj. Soit E G {LjyjjKjy;} ; notons 
A = Pour toute place v G n, on a 

inv„ A(x) = ^inv^(E//î(M),a:- 0 m). 

w\v 

où la somme porte sur les places w de /«(M) divisant v. L’élément x — 0 M G 
k(M) est une unité en toute place w de k(M) dont la trace n’appartient 
pas à S, à l’exception des places de Tm U {icmI. lesquelles x — 0 m ®st 
une uniformisante. Comme E/k(M) est non ramifiée en dehors des places 
divisant S et que S contient les places dyadiques et les places archimédiennes, 
on en déduit que inv^ A(x) = 0 pour tout v € il\ (Tm U {xm}) et que pour 
V G Tm U {wmIi A(x) = 0 si et seulement si l’unique place de Tm U {wmI 
divisant v est totalement décomposée dans E (cf. [23, Prop. 1.1.3]). Cette 
dernière condition est satisfaite pour toute place v G Tm puisque le couple 
(^, x) est admissible. L’hypothèse de la proposition et la loi de réciprocité 
globale permettent d’en déduire que inv„j^ A(x) = 0, et donc que icm ®st bien 
totalement décomposée dans E. □ 

Proposition 1.30 — Il existe un ensemble fini Sg C fl tel que pour tout triplet 
admissible {S, é^,x) vérifiant Sg C S et ^ 0 pour tout v G S \ T^^, on 

ait X,j,(Aj,) ^ 0, en notant T^^ l’ensemble des places de S\Sq en lesquelles x 
n’est pas entier. 

Démonstration — La surface X est propre et lisse sur k, donc projective, par 
un théorème de Zariski (cf. [78]). Il s’ensuit que le morphisme tt est projectif 
et plat, d’où l’existence d’un ensemble fini Sg C fl et d’un morphisme projectif 
et plat g: X —>• dont la restriction au-dessus de P), est égale à tt. Quitte 

à agrandir Sg, on peut supposer le -schéma X et les fibres de g au-dessus 
du complémentaire de H Uivie.^^ dans P^g^ lisses. 

Le lemme [22, Lemma 1.2] (assertions (b) et (c)) montre alors que, quitte 
à agrandir encore Sg, on a 0 pour toute place x G fl \ Sg et tout 

X G U(fc) pour lesquels soit x ne rencontre au-dessus de v aucun M pour 
M G ^ soit il existe M G et une composante irréductible Z de Xm de 
multiplicité 1 tels que x rencontre M en une place w de k(M) divisant v et 
totalement décomposée dans la fermeture algébrique de k(M) dans k(Z). On 
conclut à l’aide du lemme suivant. □ 

Lemme 1.31 — Pour tout M G .Æ, il existe une composante irréductible Z 
de la fibre Xm de tt en M, de multiplicité 1 et telle que la fermeture algébrique 
de k(M) dans k{Z) se plonge dans LmKm- 
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Démonstration — Fixons M G ^. La suite exacte 

0 ;• ;• ;• 0 

induit une suite exacte 

H^(LmKm, S'm) ^ H^(L]yiKM, <^m) ^ H^(LMK]yi, Fjyj). 

L’image de [^] dans H^(L]yjKj^, Fj^j) est triviale (par définition de Kjy[), ce qui 
signifie que les composantes irréductibles de ®„(m) LmKm sont géométri¬ 
quement irréductibles sur LjyjKjyj. En effet, l’image dans H^(L]y[K]y[, d’un 
élément de (L]y[Ki^, représenté par un torseur T sous ®„(m) LmKm 
est la classe du torseur UagPivilLM) ^m®k(m)LmKm: où T(q;) désigne 

le produit contracté sous < 0 ^ de T et de l’image réciproque de a par —>■ Fj^ 
(qui est un torseur sous S'^). 

Notons r anneau local hensélisé de On peut relever l’extension 

finie L^Kj^j de k{M) en une -algèbre finie étale locale R de corps résiduel 
LmKm (cf. [EGA IV 4 , 18.1.1]). On a vu que la fibre spéciale du R-schéma 
Xpi Spec(R) admet une composante irréductible géométriquement irré- 

k 

ductible et de multiplicité 1. Il en va nécessairement de même pour le 
R-schéma X Xpi Spec(R) d’après [ 66 , Lemma 1.1], d’où le résultat. □ 

1.5.4 Fin de la preuve 

Maintenant que tous les outils nécessaires sont à notre disposition, passons 
à la preuve du théorème 1.4 proprement dite. Soit Sq C fl un ensemble fini 
contenant les places archimédiennes, un système de générateurs du groupe 
de classes de k, les places divisant un nombre premier inférieur ou égal au 
degré de ^ vu comme /c-schéma fini réduit et les places finies de k au-dessus 
desquelles le morphisme 

IJ M Spec(,^) 

Me^u{oo} 

n’est pas étale, assez grand pour que les extensions Lj^/fc et Kjyj/fc soient non 
ramifiées hors de Sq pour tout M G pour que le sous-groupe de .^(U) 
image réciproque de {0, par la flèche de droite de (1.3), fini d’après 
le théorème de Mordell-Weil généralisé, soit inclus dans pour qu’il 

existe un schéma abélien au-dessus de dont la fibre 

générique soit égale à E^ et pour que les conclusions du lemme 1.18 et de la 
proposition 1.30 soient satisfaites. On a alors : 

Lemme 1.32 — Pour tout triplet préadmissible (S, l5^,x) avec Sq C S, la 
courbe elliptique a bonne réduction hors de T(x) \ où désigne 
l’ensemble des places de S \ Sq en lesquelles x n’est pas entier. 
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Soit Bg C Br(U) le sous-groupe fini défini au paragraphe 1.5.3. Soient 
S]^ C n fini contenant Sg et ^ IlijeSi satisfaisant aux hypo¬ 

thèses du théorème 1.4. On va prouver l’existence de ce G U(fc) arbitrairement 
proche de pour u G Sj^ fl et arbitrairement grand aux places archimé- 
diennes de k, tel que x G ^ 0, ou tel que x € -^Do et que X soit 

entier hors de Sj^. 

Commençons par définir un ensemble fini C 11 disjoint de Sj^. Nous 
allons prouver simultanément les deux conclusions du théorème, mais avec des 
choix différents pour l’ensemble . Pour prouver l’assertion b) du théorème, 
on pose = 0 . Pour prouver l’assertion a), on pose = {Woo}i où 
est choisie comme suit. Considérons le sous-groupe de lï(U) engendré par 
^(^0’s^) ot par ©Dq- Il Hoi en vertu du théorème des unités de Dirichlet 
et du corollaire 1.10 lorsque ^ 0. Son intersection avec ^{k) est donc elle 
aussi finie, et par conséquent incluse dans .^( 1 ^ 3 /) pour un ensemble S' C 11 
fini assez grand. Le théorème de Cebotarev fournit une infinité de places u G H 
telles que pour tout M G toute place de k(M) divisant v soit totalement 
décomposée dans LjyjKj^. On choisit pour une telle place hors de U S' 
et l’on note x,, G k,, l’inverse d’une uniformisante. 

^00 ^OD 

Posons S = S]^ U Pour chaque place finie v G S, fixons un voisinage 
w-adique arbitrairement petit de x^ G P^(fc^), suffisamment petit pour 
que tout élément de soit l’inverse d’une uniformisante si v G pour 
que inv„ A(cï;) = inv„A(x^) pour tout x G et tout A G Bg, et pour que 
^xiK) 7 ^ ^ pour tout X G si V G Sj. Il est possible de satisfaire cette 
dernière condition grâce au théorème des fonctions implicites et à l’hypothèse 
que ^ 0 pour u G fl Hj. Fixons de même un voisinage u-adique 

arbitrairement petit de 00 G P^(fc^) pour chaque place complexe u G H, et 
un ouvert connexe non majoré arbitrairement petit C U(fc^) pour chaque 
place réelle v G H, suffisamment petit pour que ^ 0 pour tout x G 

Lemme 1.33 — Soit x G U(fc) appartenant à pour tout u G S. Alors 
— 0 pour tout A G Bg. 

Démonstration — On a inv^ A(x^) = inv„ A(x) pour v G SflUj par définition 
des . Cette égalité vaut aussi pour v archimédienne, puisque si v est réelle, 
x^ et X appartiennent à la même composante connexe de U(fc„), d’après 
l’hypothèse du théorème 1.4 et la définition de Par conséquent 

H inv, A(x) = ^ inv^ A(x^) -è E inv„ A(x„). 

fêS fêSl •PÇToo 


Le premier terme est nul par hypothèse ; il reste donc seulement à vérifier que 
inv„ A(x„) = 0 pour tout v G T^, or ceci résulte du lemme 1.28. □ 
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Notons J5f l’ensemble des entiers naturels n pour lesquels il existe une 
famille et un point x G U(fc) tels que le triplet (S, S^,x) soit admissible, 
que X G pour tout u G S et que dimp^ Sel 2 (fc, S’^) = n. 

Proposition 1.34 — Admettons l’hypothèse de Sehinzel. Soit SA = 
une famille telle que le couple (S, soit préadmissible. Supposons donné, 
pour tout M G ./# et tout v G Tjyj, un G rencontrant transver¬ 

salement M en l’unique place de qui divise v. Alors il existe x G U(Â:) 
arbitrairement proche de x^ pour v G T fl îlj et arbitrairement grand aux 
places archimédiennes de k, tel que le triplet (S, SA, x) soit préadmissihle. 

Démonstration — Comme Pic(^g) = 0, il existe une famille de polynômes 
irréductibles (r]vi(t))M6.^ vérifiant r]yi(M) = 0 et u(r]yi) = 0 pour tout 

M G et tout V G n \ S. L’hypothèse de Sehinzel fournit alors (cf. [23, 
Prop. 4.1]) un x G U(fc) arbitrairement proche de pour v G T fl îlj, 
arbitrairement grand aux places archimédiennes et entier hors de T, tel que 
xnMnP^^ soit le spectre d’un corps pour tout M G (Remarquer que l’on 
peut supprimer le mot « perhaps » dans l’énoncé de l’hypothèse (H;^) de [23] : 
il suffit de choisir m assez grand à la fin de la preuve de [23, Prop. 4.1].) Le 
triplet (S, x) sera bien préadmissible si l’on choisit x suffisamment proche 
de Xy pour u G T \ S. □ 

La proposition 1.34 appliquée à la famille = (0)m 6..^ prouve l’existence 
d’un X G U(fc) appartenant à pour tout u G S, tel que le triplet 
(S, Sé, x) soit préadmissible. Le triplet (S, Sé, x) est même admissible d’après 
la proposition 1.29, applicable grâce au femme 1.33 ; d’où SS ÿé 0. L’ensemble 
SS possède donc un minimum. Soient SA = et x G U(fc) tels que 

le triplet {S,SA,x) soit admissible et que dimp^ Sel 2 (fc, ^j.) = min.if, avec 
X G pour tout V G S. On a X,j.(fc^) ^ 0 pour u G par construction 
des voisinages La conclusion de la proposition 1.30 permet d’en déduire 
que X G SSp^. 

Proposition 1.35 — On a x € -^Do- De plus, si Tqo 0, on a X G Sêjy. 

La démonstration de la proposition 1.35 va nous occuper jusqu’à la fin de 
ce paragraphe. 

Démonstration — Reprenons les notations du paragraphe 1.5.2. Fixons la 
famille de sous-espaces (K^)„ggp et un isomorphisme 2 E^ (Z/2)^. L’injec¬ 

tivité de la restriction à l’image réciproque de { 0 , [é^]} par la flèche de droite 
de (1.3) de la composée 

6 d„ C c h 1 (U, 2 ^) Hi(fc,24) 

est une conséquence immédiate du lemme 1.19 et de la définition de Sq. 
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Soit a G Se\ 2 {k,S‘^). La courbe elliptique a bonne réduction hors 

de T(x) (lemme 1.32). Par conséquent Sel 2 (fc,<^^) C l4(^T(æ))> 1’°^ P^ut 

donc considérer l’image de a par l’isomorphisme ip- 
défini après le lemme 1.19. On a ’ipia) G © 2 (A^,^) par le corollaire 1.22. 

Lemme 1.36 — Pour tout e G 2 H^(Aj,,<l’) \ U existe M G ^ et une 
infinité de places u G 0 \Sq telles qu’il existe une place w de k(M) totalement 
décomposée dans Lj^Kjyj, divisant v, non ramifiée et de degré résiduel 1 surv, 
telle que pour tout x^ G rencontrant transversalement M enw, l’image 

de e par la flèche H^(Aj,,^) —>■ d’évaluation en soit non nulle. 

Démonstration — Soient 1 Aj, un torseur sous rf^i dont la classe dans 
H^(A^,<#’) soit égale à e et Y —i A^ un modèle propre et plat régulier 
minimal de sur A^. On peut étendre Y —i Aj, en un morphisme propre 

et plat 5 : Y —1 Ay avec Y régulier, où V est un ouvert dense de Spec(i^Sp) 
(cf. [EGA IV 3 , 8.8.2, 9.6.1 et 11.1.1] et [EGA IV 2 , 6.12.6]). Gomme le modèle 
Y —>■ A^ est minimal, on peut supposer, quitte à choisir V suffisamment petit, 
qu’il existe un fermé F C Y étale sur g(F) tel que la restriction de (/ à Y \ F 
soit lisse et que g(F) c Ay O Uivie.^ 

L’hypothèse que e ^ se traduit par l’existence d’un M G tel 
que Ùm( 6 ) n’appartienne pas à {0, ùyj([i?r])}. Soient d l’image de e dans 
2 H 1 (ac(M),Fm) et Kyj ,,;//î(M) une extension quadratique vérifiant les condi¬ 
tions du lemme 1.17. Etant donné que l’extension Lj^Kyj/Ljy est quadratique 
ou triviale et que le groupe Fyj(LyjKi^) = Fyj(Li^) est cyclique, la suite 
exacte d’inffation-restriction montre que le noyau de la flèche de restriction 
H^(LM,Fyj) —>• H^(LyjKM,Fyj) est d’ordre au plus 2. Notons N ce noyau. 
Si N 0, alors LyjKjyf Lyj, de sorte que la définition de Kyj entraîne 
que ù]vi([.^]) G N \ {0} ; le groupe N est donc dans tous les cas engen¬ 
dré par (Îm(['^])- conséquent, l’image de e dans H^(LyjKM,Fyj) n’est 
pas nulle. L’extension quadratique Kyj s;(M) ne se plonge donc pas dans 
LmKm/'î(M). On en déduit, à l’aide du théorème de Cebotarev, l’existence 
d’une infinité de places finies de Lj^Kyj non ramifiées et de degré résiduel 1 
sur k, inertes dans L^jEj^Kj^ (cf. [35, Proposition 2.2]). Soient w la trace 
sur k(M) d’une telle place et u G la trace sur k de w. Supposons que v G V 
et montrons que v convient. 

La place w est totalement décomposée dans Lj^jK^j, inerte dans Kj^ non 
ramifiée et de degré résiduel 1 sur v. Supposons qu’il existe G A^(^^) ren¬ 
contrant transversalement M en w et tel que l’image de e dans soit 

nulle, autrement dit tel que fi- 0 , et aboutissons à une contradiction. 

Lemme 1.37 — Pour toute extension tjk et tout m G A^(£), Y^ possède un 
i-point régulier si et seulement si fi 0. 
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Démonstration — Notons R le hensélisé de l’anneau local de Aj en m et Q son 
corps des fractions. D’après la propreté de Y —>• A^, la régularité de Y, la lissité 
de —>■ Al et l’injectivité de la flèche de restriction H^(R,^) —>• H^(Q, E^), 
les conditions de l’énoncé sont toutes les deux équivalentes à l’existence d’un 
Q-point sur (L’injectivité de la flèche de restriction découle de la suite 
spectrale de Leray pour l’inclusion du point générique de R et le faisceau 
étale sur Spec(Q), une fois que l’on sait que rf Xpi Spec(R) est un modèle 
de Néron de E^ (g)j^ Q. Pour cela, cf. [5, 7.2/2].) □ 

Notons Z € Ay l’image du point fermé de Spec(i^„) par le morphisme 
x^: Spec(^^) —Ay. Le lemme 1.37 montre que Y^^(fc„) ^ 0. Comme Y^,^ 
est propre sur Spec(i^„), on en déduit que ^ 0, puis que Y^ possède 

un K(w)-point régulier, grâce au lemme suivant. 

Lemme 1.38 — Le schéma Y^^ est régulier. 

Démonstration — Si S est un schéma et s G S, notons T^S l’espace tangent 
à S en s ; c’est par définition le K(s)-espace vectoriel dual de mg/m^. 

Soit P G . On va montrer que Y^^ est régulier en p, c’est-à-dire que 
dim^(p)(TpY^^) = dim(i^~ ^). Comme la restriction de g à Y \ E est lisse et 

que Spec(^^) est régulier, on peut supposer que p G Y^ fl F (cf. [EGA IV 2 , 
6.5.2]). Le morphisme T^F —>■ induit par g est un isomorphisme, 

puisque F est étale sur g (F). Le carré commutatif 


T F 

P 


-G T Y 

r -Lp ± 


T,M( 


ï(z) 


c(p) 


’^p9 


G T^A^ k(p) 


permet d’en déduire que l’image I de contient T^M ^(p)- 

Les sous-schémas fermés et de se rencontrent transversa¬ 

lement en Z, par hypothèse. Ceci se traduit par l’égalité -|-T^M = T^Ay 
(moyennant le léger abus de notation consistant à identifier T^Ay et T^A^^), 
d’où l’on tire, d’après ce qui précède : T^x„ k{p) -fl = T^Ay k(p). 
Le morphisme 

TpŸ-^ (T^A^T^x^) k{p) 

induit par T^g est donc surjectif, d’où une suite exacte de K(p)-espaces 
vectoriels 



1.5.4. Fin de la preuve 


55 


0-^ ^ TpY-^ (T^A^/T^æJ k{p) -^ 0. 

On en déduit l’égalité 

dim^(p) TpY^^ = dim^(p) T^Ÿ - dim^(^) + dim^(^) T^x^. 

Les schémas Ay, Y et ~ Spec(i^„) étant tous réguliers, il en résulte 
que dim,,(p) = dim(^~^) - dim(^A^ J + dim(,^,^^_J. Enfin, grâce à 

la platitude de g, le membre de droite de cette dernière équation est égal 
à dim(^~ (cf. [EGA IV 3 , 14.2.1], appliqué deux fois), d’où le résultat 

recherché. □ 

Comme est aussi la fibre en 2 ; de Y—, le lemme de Hensel permet 

de relever un K(r!)-point régulier de Y^ en un /î(M)j^-point régulier de Yjy[. 
D’où i^(K(M)„) 0 , compte tenu du lemme 1.37. L’image de e dans 

H^(/î(M)^,Fjyj) est donc nulle. La place w étant totalement décomposée 
dans Ljyj, l’extension Ly//î(M) se plonge dans k(M)^/k(M) ; par conséquent, 
vu la définition de Kjy[ il en va de même pour l’extension Ky ^/k(M), ce 
qui contredit l’hypothèse selon laquelle w est inerte dans Kjy; □ 

Supposons que ipict) ^ ®Do- peut alors appliquer le lemme 1.36 à 
l’image e de i^ia) dans 2 H^(A^,^), d’où un point Mq G une place 
Vq g D \ T et une place Wq de k(Mq) vérifiant la conclusion du lemme. 
Soit la famille définie par = Ty pour M ^ Mq et 

U {wq}. Posons S** = T. Soit 3 '^ = (T^)m6..^ famille définie 
par TJJ = 0 pour tout M. Soit enfin 3^^ = la famille définie par 

T;“+ = 0 pour M ^ Mq et T;#+ = {w,}. 

Les couples (S, 3^) et (S**, et le triplet (S**, sont admissibles, 

puisque Wq est totalement décomposée dans LjyjKy. Fixons G 
rencontrant transversalement Mq en Wq. Un tel x^^ existe car la place Wq est 
non ramifiée et de degré résiduel 1 sur Vg. D’après la proposition 1.34, il existe 
x^ G U(fc) arbitrairement proche de x pour v G TflD^ et arbitrairement grand 
aux places archimédiennes, tel que le triplet (S,f5^+,x+) soit préadmissible. 
On peut notamment supposer que x'^ G pour tout v G S, auquel cas on a 
inv^ A(a;“'') = inv„ A(a;) pour tout A G Bg et tout î; G S. La proposition 1.29 
permet d’en déduire que le triplet (S, 3^,x'^) est admissible. Par conséquent 
dimp^ Sel 2 (fc, <^a;+) G Sf, d’où 

dimp^ Se\2ik,S’^) < dimp^ Sel 2 (A:,^ 2 ,+ ). (1-18) 

Reprenons les notations du paragraphe 1.5.2 associées aux diverses familles 
que l’on vient de construire, en les assortissant d’un + et/ou d’un j] en 
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d’espaces vectoriels N;^, nJ, nJ^, etc. Quitte à choisir suffisamment 
proche de x aux places de T fi fij et suffisamment grand aux places archi- 

médiennes, la proposition 1.23 permet de supposer que ■i/’(NÎ) = et 

que les accouplements symétriques induits sur cet espace par les deux formes 
bilinéaires x nJ —>■ Z/2 et x —>■ Z/2 coïncident. 

Notons R = V'(N“) et R+ = î/+(N 1‘+). On a N“ = N# puisque = 0 
pour tout M G d’où R = C R+. La codimension de R dans R+ 

est au plus 1, comme le montre le lemme 1.27. Notons (p: R’*' x R+ —)■ Z/2 la 
forme bilinéaire symétrique donnée sur R+ et (/?|p^ sa restriction à R x R. La 
proposition 1.15 et le lemme 1.32 montrent que les noyaux de tp et de i^|j^ sont 
respectivement égaux à ^/’+(Sel 2 (fc,<1’^+)) et à ■i/'(Sel 2 (fc,d’^)). Par définition 
de Vg, le 2-revêtement de (S’^+ déterminé par la classe ip{a){x~^) G H^(fc, 2 <^’a;+) 
ne possède pas de -point. Par conséquent ipia) n’appartient pas au noyau 
de P, bien qu’il appartienne au noyau de i^Ir- 

Résumons la situation : on dispose d’un F 2 -espace vectoriel de dimension 
finie R+, d’un sous-espace R C R"*" de codimension au plus 1 et d’une forme 
bilinéaire symétrique p sur R+ ; et l’on sait que le noyau de la restriction 
n’est pas inclus dans celui de p. Il est alors automatique que le noyau de p est 
inclus dans R, et donc strictement inclus dans le noyau de Ceci contredit 
l’inégalité (1.18) ; ainsi a-t-on prouvé, par l’absurde, que V’(q^) G ®Do- 

La première partie de la proposition est maintenant établie. Pour la 
seconde, supposons que ^ 0. Il reste à démontrer que G ©r. Il 

suffit pour cela de vérifier que l’image de ■/'(a) dans H^(K^, 2 E^) est nulle, 
autrement dit que la valuation de ^^{a) au point oo G P/ est nulle. 

Lemme 1.39 — On a l’inclusion (1 C j)- 

Démonstration — Soit a G ©jg^ D Comme l’application 

n z/2 

est surjective (d’après la nullité de Pic(A^^ )), il existe b G .^(i^x) et c G 
tels que a = bc. Rappelons que tout élément de Sj{k) appartenant 
au sous-groupe de .^(K) engendré par ©^^ et par est de valuation 

nulle en v^, par construction de v^. En particulier, comme b = ac, on a 
b G -?)('^T\{«„„})> d’où a G )• ^ 

L’intersection de x avec la section à l’infini au-dessus de est transverse 
puisque x G Le lemme 1.39 permet d’en déduire l’égalité 


Vooii^ia)) = v^{^p{a){x)), 
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où désigne dans le premier membre la valuation normalisée de K associée 
au point oo G Pj, et dans le second membre la valuation normalisée de k 
associée à la place v^. La courbe S'^ a bonne réduction en (lemme 1.32). 
On a par conséquent v^{'ip{a)(x)) = v^{a) = 0, d’où le résultat. Ainsi la 
proposition 1.35 est-elle établie. □ 

Le théorème 1.4 est maintenant prouvé. En effet, x est entier en dehors 
de lorsque = 0 , puisqu’il est entier en dehors de S (préadmissibilité 
du triplet (S, x)) et que S = si = 0 . 


1.6 Condition (D), groupe ^ et groupe de Brauer 

Les auteurs de [21] ont montré que la condition qu’ils notent (D) est 
étroitement liée à la nullité de la 2-torsion du groupe de Brauer horizontal de la 
fibration TT : X —>■ C (cf. [21, §4]). Pour ce faire, ils ont défini en toute généralité 
(c’est-à-dire sans hypothèse sur le type de réduction de E^) un groupe 
puis ont d’une part étudié sa relation avec le groupe de Brauer horizontal et 
d’autre part traduit leur condition (D), sous certaines hypothèses, en termes 
du groupe 

Nous allons ici rappeler la définition du groupe ^ et préciser quelques- 
uns des énoncés qui viennent d’être mentionnés. Cela nous permettra de 
comparer notre condition (D) avec le groupe ^ en toute généralité et avec 
la condition (D) de [21] sous les hypothèses de [21]. Cela servira aussi à fixer 
les notations en vue de l’utilisation de ces résultats au paragraphe 1 . 8 . 

Reprenons les notations du paragraphe 1.2 et supposons que k soit un corps 
de nombres. Pour M G C, notons Dj^ le groupe abélien libre sur l’ensemble 
des composantes irréductibles de la fibre géométrique de tt en M et le 
quotient de Dj^ par la classe de la fibre géométrique tout entière. Ces groupes 
abéliens sont naturellement munis d’une action continue du groupe de Galois 
absolu de k(M). On pourra donc les considérer comme des faisceaux étales sur 
Spec(K(M)). Notons enfin ijyj : Spec(K(M)) —>• C (resp. j : 77 —>• C) l’inclusion 
de M G (resp. du point générique de C). 

Lemme 1.40 — On a une suite exacte canonique 

0 ^ *M*^M ^ PiCx/c ^0 (1-19) 

de faisceaux étales sur C. 

Démonstration — Il s’agit essentiellement de vérifier que pour tout M G C, il 
existe une suite exacte canonique de groupes abéliens 

0-^ -> Pic(X^^)-^ Pic(Xxg)-!• 0. 
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La régularité de X assure que la flèche de gauche est bien définie et que la 
flèche de droite est surjective. L’injectivité de la flèche de gauche est une 
conséquence de la propreté de tt. Enfin, l’exactitude au milieu est évidente. □ 

Lemme 1.41 — On a canoniquement H^(C, = H^(C,^)/([.^]). 

Démonstration — La suite exacte 

0-> ^ Picx^/^-^ Z-^ 0 

induit un isomorphisme H^(K, Picx^/^) = H^(K, E^)/([.^]). Comme les fibres 
de TT sont réduites, on a Xm(K^) ^ 0 pour tout M G C. La suite exacte ci- 
dessus induit donc aussi un isomorphisme H^(K^, Pic^,,/^) = H^(K^,E^). 
Les suites exactes de bas degré issues des suites spectrales de Leray pour 
le morphisme j associées aux faisceaux étales Picx^/^ et E^ permettent de 
conclure. □ 


Vu le lemme 1.41, la suite exacte (1-19) induit une suite exacte 


H^(C, Picx/c) 


Hi(C,^) 

m) 


n h2(«(M),Am). 

Me..# 


Posons alors : 


^(C,X) = Ker 


/h 1 (C,^) 
'v m) 


J] 

Me..# 


Proposition 1.42 — Le groupe i^(C,X) est égal au noyau de la flèche 
naturelle 

. TT H1(ac(M),Fm) 

où <5^: ïfl{C,ê') — )■ H^(k(M) : Fm) est l’applieation induite par le morphisme 
^ *m*Fm- 

Démonstration — Cf. [21, Prop. 4.3.1]. En toute rigueur, il faut d’abord 
remarquer que l’on peut supposer la fibration tt relativement minimale (ce 
qui est évident), puisque cette hypothèse est faite dans [21, §4.3]. Le même 
commentaire s’applique à plusieurs reprises ci-dessous mais nous ne le répé¬ 
terons pas. □ 


Il en résulte immédiatement : 
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Corollaire 1.43 — On a l’inclusion 


^(C,x)n 


m 


‘^D/C 

m) 


de sous-groupes de H^(C,^)/([.^]). Si Lj^j = /î(M) pour tout M G cette 
inclusion est une égalité. En particulier, on a alors une injection canonique 
*^D/c/(['^]) ^ 2 '^(C,X), qui est un isomorphisme si de plus n’est pas 
divisible par 2 dans H^(C,^). 


Corollaire 1.44 — Supposons que C = P], et que = Z/2 pour tout 
M G ./#. Sous ces hypothèses, une condition (D) est également définie 
dans [21, p. 583]. Alors, si tt n’admet pas de section, la condition (D) de [21] 
est satisfaite si et seulement si la nôtre l’est et que le groupe E^(K) est fini; 
si TT admet une section, la condition (D) de [21] est satisfaite si et seulement 
si la nôtre l’est et que le groupe E^(K) est de rang au plus 1. 


Démonstration — Le groupe ^(P^,X) n 2 H^(P/, <^)/([.^]) est isomorphe au 
groupe noté ^^(X/P/) dans [21]. Par ailleurs, l’hypothèse F]y[ = Z/2 entraîne 
que L]y[ = k(M) pour tout M G d’où l’on déduit, grâce au corollaire 1.43, 
que 

&{PlX)f^^A\Pl,S)/m) = 

Notre condition (D) est donc satisfaite si et seulement si le groupe noté 
^^(X/P^) dans [21] est nul. Lorsque tt n’admet pas de section, le premier 
énoncé de [21, §4.7] permet de conclure. On constate tout de suite que la 
preuve de cet énoncé s’adapte sans difficulté au cas où tt possède une section, 
avec la réserve que l’on doit autoriser le rang de E^(K) à être égal à 1. □ 


L’injection ‘Îd/c/(['^]) ^ 2 ^(C,X) donnée par le corollaire 1.43 n’existe 
malheureusement que sous l’hypothèse que Ljyj = /«(M) pour tout M G . 
Ainsi, à la différence de ce qui se passait dans la situation de [ 21 ], le groupe 
^(C,X) ne suffit plus à exprimer la condition (D/C) dans le cas général de 
réduction semi-stable. C’est pourtant toujours ^(C,X) qui est naturellement 
hé au groupe de Brauer horizontal de X, comme le montre la proposition 
suivante. 

La suite spectrale de Leray pour la hbre générique de tt et le faisceau 
étale fournit une suite exacte 


Br(K)-^ Bri(Xj-> Hi(K, Picx,/,)-^ H3(K, G,„). 


On a Br;^(X,j) = Br(X^) puisque X,^ est une courbe lisse sur K (théorème de 
Tsen, cf. [31, Corollaire 1.2]) et H^(K, Gj,^) = 0 d’après l’hypothèse que k est 
un corps de nombres et la théorie du corps de classes (cf. [35, p. 241]), d’où 
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Br(X^)/Br(K) = H^(K, Picx^/^)- Ceci permet de considérer ^(C,X) comme 
un sous-groupe de Br(X^)/Br(K), grâce au lemme 1.41. 

Proposition 1.45 — On a l’inclusion BrjjQj.(X) C ^(C,X) de sous-groupes 
de Br(X^)/Br(K). C’est une égalité si C = ou si tt admet une section. 

Démonstration — Cf. [21, Th. 4.5.2]. Pour voir que l’inclusion est une égalité 
lorsque tt admet une section, cf. les commentaires à la fin de [21, §4.6]. □ 

Corollaire 1.46 — Si la condition (D/C) est satisfaite et si la classe 
n’est pas divisible par 2 dans le sous-groupe de torsion 2-primaire 

de Br(X)/Br(fc) est inclus dans Br.^,g,.^(X)/Br(A:). 

Démonstration — D’après le corollaire 1.43 et l’hypothèse sur le groupe 
2 ^(C,X) est nul. La proposition 1.45 permet alors de conclure. □ 

Proposition 1.47 — SiG = P/ et que X^^ est lisse, S>{C, X) est égal au sous- 
groupe Br®"][^^(X^i ) de Br(X^)/Br(K) engendré par les classes de Br(XAi) 
géométriquement non ramifiées sur X. 

Démonstration — Cela résulte de [21, Th. 4.5.1] et de la surjectivité de la 
flèche 

Br(K)—> 0 R\k{M),Q/Z) 

induite par les résidus (cf. [23, Prop. 1.2.1]). □ 

On déduit enfin des propositions 1.45 et 1.47 et du corollaire 1.43, compte 
tenu que le groupe Br(X^i ) est de torsion : 

k 

Corollaire 1.48 — Supposons que ne soit pas divisible par 2, que 

C = P/, que Xg^ soit lisse et que Lj^ = /î(M) pour tout M G . Alors les 
conditions (Dg) et (D) équivalent respectivement aux inclusions Br(XAi ){2} C 

Br_t(XAO et Br8”/''(XAi){2} C Br_t(XAO- 

k k k 

Il est possible de traduire les conditions (D) et (Dg) en termes de groupe 
de Brauer sans supposer que Ljyj = k(M) pour tout M G ./Aé ; cependant, la 
traduction est alors nettement moins agréable et c’est pourquoi nous avons 
choisi de l’omettre. 
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1.7 Applications à l’existence de points rationnels 

1.7.1 Obstruction de Brauer-Manin 

Les conséquences du théorème 1.4 quant à l’existence de points rationnels 
sur les pinceaux semi-stables de courbes de genre 1 dont les jacobiennes 
ont leur 2-torsion rationnelle sont les suivantes. Reprenons les notations du 
paragraphe 1.2. 

On suppose que k est un corps de nombres, que C est isomorphe à et 
que ^ ^ 0. 

Théorème 1.49 — Admettons l’hypothèse de Schinzel. Alors l’adhérence 
de dans C(Aj,) est égale à 7r(X(Aj,)®‘''''’'*). 

Démonstration — L’inclusion ■^D C 7 r(X(Aj,)®'''''’'*) est triviale; de fait, tout 
point adélique de X contenu dans une fibre de tt au-dessus d’un point rationnel 
de U est orthogonal à Br^gj.^(X). Soit ^ X(Aj,)®'''''’'‘. Étant donnés 

un ensemble S C fl fini et pour chaque v G S, un voisinage de 7r(P.j,) dans 
C(A:^), on veut montrer qu’il existe un élément de ■^D appartenant à pour 
tout V G S. 

Le théorème des fonctions implicites et la propriété d’approximation faible 
sur entraînent l’existence d’un point oo G C(fc) au-dessus duquel la fibre 
de TT est lisse, tel que jé 0 et oo G pour toute place v G D, 

archimédienne, et tel que pour toute place v G il réelle, les points 7r(P„) 
et 00 appartiennent à la même composante connexe de 0(fc„), en notant O le 
plus grand ouvert de C au-dessus duquel tt est lisse. Fixons un isomorphisme 
C Pj, envoyant 00 G C{k) sur 00 G P^(fc) et 7r(P^) dans la composante 
connexe non majorée de l’image de U(fc„) pour v réelle, où U = O \ { 00 }. 
On peut maintenant appliquer le théorème 1.4, ce qui produit deux ensembles 
finis Sq C fl et Bg C Br(U). Quitte à agrandir S et à poser = C(fc^) pour 
les places ainsi introduites, on peut supposer que S contient Sq et l’ensemble 
des places archimédiennes de k. D’après le théorème des fonctions implicites, 
la continuité de l’évaluation des classes de Br(X) sur X(fc^) et la finitude 
de Bg, il existe (P^)„go G arbitrairement proche de (P„)„go 

et tel que 7r(P') G U(fc„) pour tout v G il. On peut notamment supposer que 
7 r(P') G U(fc^) pour tout v G S et que 7r(P') et 7r(P„) appartiennent à 

la même composante connexe de U(fc^) pour v G il réelle. D’après le « lemme 
formel », il existe C D fini contenant S et (Q^)^gSi ^ tels 

que Qj, = P.^ pour v G S et que 

inv„(7r*A)(Q„) = 0 


pour tout A G Bq. Posons = 7r(Q^) pour v G S^. Comme (7r*A)(Q^) = 
A(x^), le théorème 1.4 permet maintenant de conclure. □ 
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Théorème 1.50 — Admettons l’hypothèse de Schinzel et la finitude des 
groupes de Tate-Shafarevich des courbes elliptiques pour x € U(Â:). Sup¬ 
posons que la condition (D) soit vérifiée et que ^ 0 . Alors 

X(fc) 0. Si de plus tt ne possède pas de section, l’ensemble X(Â:) est Zariski- 
dense dans X. 

Démonstration — Supposons que X(Aj,)®''''®'* 0 . Le théorème 1.49 permet 

d’en déduire que ■^D 0 . Soit X G Puisque la condition (D) est 

satisfaite, le conoyau de la flèche naturelle <^{\J)/2 —>• 6 q est d’ordre < 2 
(cf. paragraphe 1.2). L’appartenance de a: à et la commutativité du carré 

<r(U)/2-i ©D 

'C :(*)/2 -^ 2 O 

permettent d’en déduire que dimp 2 ( 2 lll(fc, <^!,,)) ^ 1 . 

L’accouplement de Cassels-Tate x \Al{k,Sfij —)■ Q/Z est non 

dégénéré d’après la finitude de \Al{k,(Sfij. Par ailleurs, il est alterné. Comme 
tout groupe abélien fini muni d’une forme bilinéaire alternée non dégénérée à 
valeurs dans Q/Z, le groupe III(fc, est isomorphe à T x T pour un certain 
groupe T. L’entier dimp^( 2 lII(A:,< 0 ),,)) est donc pair; étant positif et ^ 1, il 
est nécessairement nul, d’où = 0. On a en particulier X,j,(fc) 0 

puisque X G et donc X(fc) 0. 

Supposons de plus que tt ne possède pas de section. Notons G C ©p le 
sous-groupe image réciproque de { 0 , [éXé]} par la flèche de droite de la suite 
exacte (1.3). C’est un groupe d’ordre au moins 8 puisque la 2-torsion de est 
rationnelle et que tt ne possède pas de section. Par déhnition de la flèche 
G —>■ Sel 2 (fc, (Sfi) d’évaluation en x est injective. Le groupe Sel 2 (fc, ^st donc 
lui aussi d’ordre au moins 8, ce qui entraîne que la courbe elliptique ^3, est 
de rang non nul, puisque sa 2 -torsion est rationnelle et que 2 ^{k,iS'fi = 0 . 
L’ensemble 'Afik), en bijection avec S‘fik), est donc infini. L’ensemble 
étant non seulement non vide mais même infini d’après le théorème 1.4, on 
en déduit que les points rationnels de X sont Zariski-denses, en faisant varier 
X G □ 

Lorsque ^ = 0 et que C = P/, on peut bien sûr obtenir des énoncés simi¬ 
laires, avec ■^Do et la condition (Dg) à la place de ■^D et de la condition (D). 

Le théorème principal de [21] n’est autre que le cas particulier du théo¬ 
rème 1.50 où les hypothèses supplémentaires suivantes sont supposées satis¬ 
faites : 

- pour tout M G le groupe est d’ordre 2 ; 
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- soit le rang de Mordell-Weil de la courbe elliptique E^/K est nul et tt ne 
possède pas de section, soit le rang est exactement 1 et tt possède une 
section. 

(Cf. corollaire 1.44.) 


1.7.2 Surfaces quartiques diagonales 

Nous vérifions dans ce paragraphe que le théorème 1.50 permet de retrou¬ 
ver les résultats de Swinnerton-Dyer [74, §3] sur l’arithmétique des surfaces 
quartiques diagonales définies sur Q et nous en profitons pour les généraliser 
à tout corps de nombres. 

Théorème 1.51 — Soit k un corps de nombres. Admettons l’hypothèse de 
Schinzel et la finitude des groupes de Tate-Shafarevich des courbes elliptiques 
sur k. Soit X C P| la surface projective et lisse d’équation 

OqÆq + Oixf + «2X2 + = 0 , 

où ÜQ , ..., Og G k*. Supposons que X(Aj,)®‘'i ÿé 0. Si 000^0203 est un carré 
dans k mais pas une puissance quatrième et que pour tous i,j G {0, ..., 3} 
distincts, ni ni —a^üj n’est un carré, alors X(Â:) ^ 0. 

Rappelons que Br 3 (X) désigne le sous-groupe des classes algébriques de 
Br(X), c’est-à-dire tuées par extension des scalaires de k k une clôture 
algébrique de k. 

Remarque — L’énoncé du théorème 1.51 soulève naturellement la question 
suivante : sous les hypothèses de ce théorème, a-t-on nécessairement Brj(X) = 
Br(X) ? Le corollaire 1.46 permet, dans certains cas très particuliers, de prou¬ 
ver l’égalité entre les sous-groupes de torsion 2 -primaire de Br 3 (X)/Br(fc) et de 
Br(X)/Br(fc). Il s’avère que le groupe Br 3 (X)/Br(A:) est toujours fini d’ordre 
une puissance de 2 (cf. [ 6 ]). En revanche, sans condition sur les coefficients Oj, 
le groupe Br(X)/Br(fc) peut comporter des éléments de tout ordre; en effet, 
la surface X est une surface K3 de nombre de Picard géométrique 20, de sorte 
qu’il existe un isomorphisme 

Br(X®, fc) 0 (Q,/Z,)^ 
t 


où i parcourt l’ensemble des nombres premiers et k désigne une clôture 
algébrique de k (cf. [30, Corollaire 3.4]). 

Démonstration du théorème 1.51 — La démonstration qui suit est essentielle¬ 
ment une transcription des calculs de [74, §2-§3]. Supposons que X(Aj,) ^ 0. 
D’après le théorème de Hasse-Minkowski, la surface quadrique d’équation 
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üqXq -h ttiXi + 02^2 + a^x^ = 0 possède alors un point fc-rationnel. Comme 
aQaia 2 a^ € elle contient même une droite fc-rationnelle. Par conséquent, 
sa trace sur tout hyperplan fc-rationnel admet un point /c-rationnel. Il existe 
en particulier ri,r2,r^ G k non tous nuis tels que a^rl + a 2 r| -I- = 0. 

Remarquons qu’en vertu des hypothèses du théorème, aucun des ne peut 
être nul. Soit alors 9 G k* une racine carrée de 09010203 , et posons 

A = 9x2x1 + aj^a^ir^xf - r^xl), B = 9x^x1 - a-^a2{x2x\ + r-^xl), 

C = a^9x^xl - a^a2a^{x2x\ - x-^x^), D = -a29x2xl - a^a2a^{x^x\ + riXg), 

de sorte que OqXq -|- a^x^ + 02 x 1 -I- 03 ^! = (AD — BC)/(airia 203 ). Notons 
tt: X —>■ le morphisme [æg : Xi : a ;2 : ^ 3 ] 1 —>■ [A : B]. (C’est évidemment une 
application rationnelle ; on peut vérifier à la main qu’elle est définie partout 
ou alors invoquer le lemme selon lequel toute application rationnelle d’une 
surface K3 vers est un morphisme.) La fibre générique de tt est la courbe de 
genre 1 définie par le système d’équations B = tA, D = tC sur k(PI) = k{t). 
Éliminant tour à tour x^ et x\ dans ces équations, on obtient le système 
équivalent 

{ mi xi — xtiaxi = (63 — Cl )x?,, 

2 ( 1 - 20 ) 

mi^i - 1x12X2 = (€2 - 

où Cl = 0, 62 = a^a2alxl9fl, 63 = -a^a^alxl9= a?a|o|r^/2/3, 
1 X 12 = a?aia§rf/i/3, = afa|a§ri^/i/2, A = 03^+02, A = a^X 2 t^- 2 a^x^t- 
a 2 X 2 et A = a^x^t^ + 2 a 2 X 2 t — 02 ^ 3 - ^ sera utile de remarquer que 62 — 63 = 
-a2a^alx\9fl. 

La jacobienne de (1.20) a pour équation de Weierstrass l’équation (1.4), 
où les Cj G k[t] sont les polynômes que l’on vient de définir. On vérifie tout 
de suite que les polynômes A) A A sont irréductibles et deux à deux 
premiers entre eux. L’équation de Weierstrass (1.4) est donc minimale, ce 
qui permet d’appliquer les résultats du paragraphe 1.3, dont on reprend les 
notations et conventions. Pour i G {1,2,3}, soit Mj G P} le point fermé en 
lequel s’annule A- La courbe elliptique a réduction de type I 4 en M^, 
M 2 et M 3 et bonne réduction partout ailleurs (cf. commentaires au début du 
paragraphe 1.3). D’autre part, la courbe (1.20) est un 2-revêtement de ; sa 
classe dans H^(K, 2 E^) = A(K) est la classe du couple (m^, m 2 ). Notons-la m. 
La proposition 1.5 montre que m G 62 (PA^)) de sorte que les fibres de tt 
sont réduites. Toutes les hypothèses du paragraphe 1.2 sont donc satisfaites. 
Pour conclure, il reste seulement à vérifier que la condition (D) l’est aussi, 
compte tenu du théorème 1.50 et de l’inclusion Br^gj.t(X) C Br 4 (X), qui est 
une conséquence du théorème de Tsen. 

Soit m' G ©D, représenté par un triplet (m}, m^ ^ 3 ). Nous allons montrer 
que m' appartient au sous-groupe engendré par m et par les images des 
points d’ordre 2 de E^(K). Vu la proposition 1.5, il existe 04 , 02 : “3 G 
et £ 4 ,£ 2,£3 G {0,1} tels que m' = pour toute permutation {i,j,k) 
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de (1,2,3). Par ailleurs, à l’aide de la proposition 1.7, on constate que pour 
toute permutation cyclique {i,j,k) de (1,2,3), on a /«(MJ = k(^—ajaj^ et 

7 ]vi. est égal à la classe de —a^ai.9 dans K(Mj)*/K(Mj)*^. Comme m' G ©d, le 
corollaire 1.9 montre que pour tout i G {1,2,3}, l’image de m'(Mj) G «(MJ* 
dans K(Mj)*/K(Mj)*^ appartient au sous-groupe engendré par et 
Il existe donc Pi, P 2 , <^ 2 , € {0^ 1} tels que m'(M,)(mj(MJ)^' 7 ^i G 

«(Mj)*^ pour tout i G {1,2,3}. Passant aux normes de «(MJ à fc et 
remarquant que 7 ^ 1 ^ provient de k*/k*'^^ on en déduit que 

~ ( 1 . 21 ) 

pour toute permutation {i,j,k) de (1,2,3), où le symbole ~ désigne l’égalité 
dans k*/k*'^. Un calcul facile montre que N,^(]yj.)/j,(/^(Mj)) ~ — 0 ^ 0 ^ pour 
tous i,j G {1,2,3} distincts, de sorte que les relations (1.21) entraînent que 
El = £2 = £3 = Pi = d 2 = P 3 puisqu’aucun des —a^a^ n’est un carré. Quitte à 
remplacer m' par mm', on peut donc supposer que = ^2 = ^3 = Pi = P 2 = 
P 3 = 0. Que mj(Mj) 7 ^’^ G pour tout i signifie maintenant ceci : pour 

toute permutation cyclique {i,j,k) de (1,2,3), on a Oj ~ 1 ou Oj ~ 
ou Oj ~ a^UjO ou encore Oj ~ —a^af.9. Ces quatre valeurs possibles pour la 
classe de dans k*/k*'^ sont précisément les valeurs obtenues lorsque m' est 
l’image de l’un des quatre points d’ordre 2 de E^(K) ; on peut donc supposer 
que ~ 1, quitte à translater m' par un point d’ordre 2 bien choisi. Comme 
est un carré, on a alors «2 ~ 0 ^ 3 - Compte tenu d’une part des valeurs 
possibles pour les classes de «3 et de «3 dans et d’autre part des 

hypothèses du théorème, on voit à présent que nécessairement «3 ~ <^3 ~ 1) 
d’où le résultat. □ 


1.8 Secondes descentes et approximation faible 

Notons l’ensemble des x G tels que la classe de X^, dans III(fc, 
soit orthogonale à 2 UI(A:,^,,.) pour l’accouplement de Cassels-Tate, et son 
adhérence dans C(Aj,) pour la topologie adélique. 

On suppose que C est isomorphe à P} et que ^ ^ 0. 

Théorème 1.52 — Admettons l’hypothèse de Schinzel. Supposons de plus que 
Lm = k(M) pour tout M G ^ . On a alors 7 r(X(Aj,)®‘') C Aêo- En particulier, 
si X(A;j,)®‘' = X(Aj,), l’ensemble Mq est dense dans ^A- 

Démonstration — Soit (P„)„gQ G X(A^)®‘'. Étant donnés un ensemble S C O 
fini et pour chaque u G S, un voisinage 37}, de 7 r(P„) dans C(fc„), on veut 
montrer qu’il existe un élément de édêç, appartenant à pour tout u G S. 
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Le théorème des fonctions implicites et la propriété d’approximation faible 
sur entraînent l’existence d’un point oo G C(fc) au-dessus duquel la fibre 
de TT est lisse, tel que 0 et oo G pour toute place v G ü 

archimédienne, et tel que pour toute place v G il réelle, les points 7 r(P„) 
et oo appartiennent à la même composante connexe de 0(fc„), en notant O le 
plus grand ouvert de C au-dessus duquel tt est lisse. Fixons un isomorphisme 
C Pj, envoyant oo G C(fc) sur oo G P^(A:) et 7 r(P^) dans la composante 
connexe non majorée de l’image de U(Â:„) pour v réelle, où U = O \ {oo}. 
On peut maintenant appliquer le théorème 1.4, ce qui produit deux ensembles 
finis Sg C n et Bg C Br(U). 

Soit s: Brj^Qj.(X^i) —>• Br(X^i ) une section ensembliste de la projection 


naturelle. Le corollaire 1.43 et la proposition 1.45 fournissent une application 
canonique i: —>■ BrjjQj.(X^i ). Notons B^^ C Br(X^i) le sous-groupe 

engendré par s(î(Tdo)) et B = B;^ -h 7r*Bg C Br(Xu). Le groupe B est fini 
en vertu du corollaire 1.10. Quitte à agrandir S et à poser = C(fc^) pour 
les places ainsi introduites, on peut supposer : 

- que S contient Sg et l’ensemble des places archimédiennes de k ; 

- que VA G B fl Br(X), tfv G fl \ S, Vp G X(fc^), A(p) = 0 (en effet, 
comme B est fini, quitte à choisir S assez grand, on peut étendre X en un 
^g-schéma propre sur lequel les classes de BnBr(X) sont non ramifiées ; 
tout fc^-point de X s’étend alors en un ^^-point de ce schéma, et la 
nullité de Br(^^) permet de conclure) ; 

- qu’il existe un morphisme propre et plat X —>■ dont la restriction 

au-dessus de A{ est égale à X^i —>• A{, avec X régulier; 


- que B;^ C Br(X). 

D’après le théorème des fonctions implicites, la continuité de l’évaluation 
des classes de Br(X) sur X(fc„) et la finitude de B, il existe (P{,)„go G 
X(Aj,)®'^®''(^^ arbitrairement proche de (P^)„go tel que 7r(P{) G U(fc^) 
pour tout V G il. On peut notamment supposer que 7r(P(,) G fl U(fc^) 
pour tout î; G S et que 7r(P{) et 7r(P„) appartiennent à la même composante 
connexe de U(fc^) pour v G il réelle. D’après le « lemme formel », il existe 
S;i C D fini contenant S et (Q^)„gSj G Jl^eSi ^uiK) tels que Q„ = P} pour 
V G S et que 


^inv„A(QJ = 0 ( 1 . 22 ) 


pour tout A G B. Posons = 7 r(Q^) pour v G Sj^. On a en particulier 


inv^A(xJ = 0 

vGSi 

pour tout A G Bq, d’où l’existence, grâce au théorème 1.4, de x G ■^Do 
entier hors de et arbitrairement proche de x^ pour tout î; G Sj^. On peut 
notamment supposer que x G pour tout î; G S et qu’il existe une famille 
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(Q«)i;eSi € rii^eSi arbitrairement proche de (Q„)^gSi (théorème des 

fonctions implicites) et en particulier telle que pour tout A G B et tout u G Sj^, 
on ait inv„ A(Q(,) = inv„ A(Q„). Choisissons arbitrairement Q(, G pour 

V G n \ S;^ (de tels Q(, existent puisque x G ^a)- On dispose à présent d’un 
point adélique (Q(^ )vGn € ^xi-^k)- 

Nous allons maintenant montrer que x G ce qui conclura la preuve du 
théorème. Fixons a G 2 Ïiiik,^x)- bi Z est une variété sur fc, notons 

B(fc, Z) = Ker | Br(Z) —Br(Z 0^, fc^)/Br(A:^) J. 

\ iiÇO / 

La suite spectrale de Leray (pour le morphisme structural -A Spec(fc) 
et le faisceau étale Gjjj) et l’égalité H^(fc,Picx^/fc) = H^(A:,^ 2 ,)/([X^]) four¬ 
nissent un morphisme canonique r: Br(X^) —)■ {k, /{\^^\). Notant (•,•) 
l’accouplement de Cassels-Tate sur III(fc,^ 2 ,), on a 

(a. [X^]) = 

pour tout a G Ii{k,y^^) tel que r(a) soit égal à la classe de a, d’après un 
théorème de Manin (cf. [68, Theorem 6.2.3]). 

Comme x G , il existe b G dont l’image par la flèche (A 
H^(A:,^ 2 ,) d’évaluation en x soit égale à a. Pour A G Br(XAi), notons 
A|x l’image de A par la flèche Br(X^i) —>• Br(X 2 ,) déduite de l’inclusion 
X.CX,.. 

Lemme 1.53 — On a (s o i)(6)|x^ G B(k,X^) et la classe de a dans 
H^(*.4)/([X,,]) est égale à r{{s o i){b)\^J. 

Démonstration — Le noyau de r est constitué des classes constantes ; de 
même pour l’application analogue à r au niveau de chaque complété de k. La 
première assertion est donc une conséquence de la seconde et de l’appartenance 
de a à ni(fc, S’^). 

Notons jy: U —>■ A^, j: rj ^ A), et Spec{k) —>■ A), les morphismes 
canoniques associés à U, r? et x et posons : 

P=PiCx^i/Ai ; Pu = Picxu/U ; P,, = Picx,/r, ; Pæ=PiCx^/fe> 

k 

de sorte que P^ = j*P. Le lemme 1.40, appliqué à C = U, montre que ju*Pu = 
j^P.,^, d’où l’existence d’un morphisme —>■ ix*Px rendant le diagramme 

de faisceaux étales suivant commutatif : 
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Passant en cohomologie, on en déduit le diagramme commutatif : 

Hi(Ai,P)-^ Hi(Ai, j,P^) ^- R\Al <r)/([^]) 

(1.23) 

Hi(fc,Pj^-Hi(fc,4)([XJ) 

Les flèches horizontales de droite sont des isomorphismes (cf. lemme 1.41). 

La régularité de X entraîne que = 0, d’après un théorème d’Artin 

(cf. [31, Cor. 3.2]). La suite spectrale de Leray pour le morphisme X^i —>• A^ 
et le faisceau fournit donc une flèche Br(XAi) —)■ H^(A^,P) rendant le 
diagramme 

Br(X^)-^Hi(K,P^) 


Br(XAi)- ^Hi(ALP) (1.24) 

Br(Xj-^Hi(fc,Pj 

commutatif (les flèches verticales sont en effet induites par des morphismes 
entre les suites spectrales qui donnent naissance aux flèches horizontales). 
Combinant (1.23) et (1.24), on obtient le diagramme commutatif : 

Br(X^)/Br(K)-^^ Hi(K, P^) 

Br(XAi ) - > Hi(Ai,P)- ^ H1(A1, j,P^) H1(A1, ^)/([jr]) 

Br(Xj-1-^Hi(fc,Pj^^Hi(fc,4)/([Xj) 

La partie supérieure de ce diagramme montre que (s o i){b) € Br(XAi) 

s’envoie sur la classe de b dans H^(A^, <#’)/([.^]) par la composée des flèches 
horizontales de la ligne du milieu, compte tenu de la déhnition du morphisme i 
(cf. notamment les remarques qui précèdent la proposition 1.45). La partie 
inférieure du digramme permet d’en déduire le résultat voulu. □ 

Posons A = (s O i){b) G Br(X^i ). Nous avons maintenant établi que 

= ^inv^ A(Q(,). 


(1.25) 
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Comme A G et inv„A(Q^) = inv„A(Q„) pour tout v G S^, on tire des 
équations (1.22) et (1.25) l’égalité (a, [X^]) = inv„ A(Q;,). 

Lemme 1.54 — On a A(Q(,) = 0 pour tout v G \ S^. 

Démonstration — Soit v G H \ S^. Comme par hypothèse x est entier hors 
de S]^, il existe un morphisme x\ Spec(i^„) —1 rendant le carré 

Spec(fc„) —X 

Spec(^„) 

commutatif (sans la flèche en pointillés). La propreté de X —>■ A^^ entraîne 
l’existence d’une flèche en pointillés telle que le diagramme reste commutatif. 
Étant donné que Br(^^) = 0, on en déduit que la flèche Br(X) —>• 
d’évaluation en Q(, est nulle. En particulier A(Q(,) = 0, puisque A G B^^ et 
Bi C Br(X). □ 

Ainsi avons-nous prouvé que (a, [X^]) = 0 pour tout a G 2 lII(fc, d"^), 
autrement dit que x G ! la démonstration du théorème 1.52 est donc 
achevée. □ 

Remarques — (i) L’hypothèse Ljy; = k(M) pour tout M G ^ est notamment 
satisfaite lorsque Fjyj = Z/2 pour tout M G ; le théorème 1.52 s’applique 
donc à toutes les surfaces considérées dans [ 21 ]. 

(ii) L’hypothèse Lj^ = k(M) pour tout M G n’est pas satisfaite dans la 
situation considérée par Swinnerton-Dyer dans [74, §8.2]. 

Le résultat suivant, bien connu, précise le lien entre l’ensemble et les 
secondes descentes : si E est une courbe elliptique sur fc et a un élément 
de Sel 2 (fc,E), l’image de a dans III(fc,E) est orthogonale à 2 LL[(fc,E) pour 
l’accouplement de Cassels-Tate si et seulement si a appartient à l’image du 
morphisme 

Sel 4 (fc,E) —> Sel 2 (fc,E) 

induit par la flèche 4 E —>■ 2 E de multiplication par 2. Notant D —)■ E un 
2-revêtement de E dont la classe dans H^(fc, 2 E) soit égale à a, cette condition 
équivaut encore à l’existence d’un 4-revêtement D' —>■ E et d’un morphisme 
D' —>• D tels que le triangle 


D' 
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soit commutatif et que D'(Aj,) ^ 0. Selon la terminologie consacrée, on dit 
alors que le 2-revêtement D « provient d’une seconde descente ». La conclusion 
du théorème 1.52 signifie que si X(Aj,) ^ 0 et si l’obstruction de Brauer- 
Manin à l’approximation faible sur X s’évanouit, on peut trouver beaucoup 
de points rationnels de C au-dessus desquels la fibre de tt non seulement 
possède des points partout localement, mais de plus provient d’une seconde 
descente. 

Il existe un algorithme, dû à Cassels [8], permettant de calculer l’accou¬ 
plement de Cassels-Tate sur deux éléments du groupe de 2-Selmer d’une 
courbe elliptique dont on connaît une équation de Weierstrass. A l’aide de cet 
algorithme, il est parfois possible, étant donné s € ©p, de trouver un ouvert 
si C P^(Aj,) tel que 7r(X(Aj,)) Ç\ si ^ 0 et que pour tout x G C si, la 
classe s(x) G appartienne au groupe de 2-Selmer de et ne soit 

pas orthogonale à [X,^,] pour l’accouplement de Cassels-Tate. En particulier 
X,j,(A:) = 0 pour tout x G (1 si ; \a surface X présente alors un défaut 
d’approximation faible. 

Le théorème 1.52 montre, lorsque Lj^ = k(M) pour tout M G que 
tout défaut d’approximation faible mis en évidence par cette méthode est 
expliqué par l’obstruction de Brauer-Manin, si l’on admet l’hypothèse de 
Schinzel. Notons que sa preuve n’est pas constructive ; l’explicitation d’une 
classe de Br(X) responsable de l’obstruction n’est en rien facilitée. 

Remarque — Lorsque l’hypothèse Lj^ = k(M) n’est pas satisfaite, on peut 
malgré tout appliquer le corollaire 1.43 pour C = U et une variante de la 
proposition 1.45 afin d’obtenir un morphisme canonique i: —>■ BrjjQ^(Xu). 

Le reste de la démonstration s’applique encore, excepté le lemme 1.54. Se 
souvenant que le point x provenait d’un triplet (S^^, i^,x) admissible (cf. pro¬ 
position 1.34), on voit que inv„ A(Q^) = 0 pour tout v G 11 \ T(x). Seules 
posent donc problème les places de T(a;) \ S^. En une place v G U {vm}, il 
est possible de relier inv^ A(Q^) aux résidus de (s o i){b) en les composantes 
irréductibles de Xj^, mais on est alors confronté à une autre difficulté, déjà 
présente lorsque Lj^ = k(M) pour tout M G si l’on n’a pas pris soin de 
choisir (s o i){b) non ramifié sur X^i : ces résidus dépendent de la section 
s: BrijQ,.(Xu) —>• Br(Xu) choisie, et l’on ne peut donc pas espérer qu’ils seront 
toujours nuis en v. 


1.9 Application aux courbes elliptiques de rang élevé 

Soit E une courbe elliptique sur k{t), où k est un corps de nombres. 
Il existe un ouvert dense U C au-dessus duquel E s’étend en un schéma 
abélien é' ^ V. D’après un théorème de Silverman, la flèche de spécialisation 
E(fc(t)) —>■ S’xik) est injective pour presque tout x G U(fc) (cf. [64, Ch. III, 
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Th. 11.4 et Ex. 3.16]); l’expression « presque tout x » signifie bien sûr ici 
« tout X sauf un nombre fini ». En particulier, l’inégalité 

rg(E(fc(t))) ^ rg(4(fc)) 

vaut pour presque tout x € U(k). Lorsqu’elle est stricte pour presque tout x, 
la courbe elliptique E est dite de rang élevé. 

À ce jour, aucun exemple de courbe elliptique de rang élevé n’est connu. 
Cassels et Schinzel [10] puis Rohrlich [56] ont fabriqué des courbes elliptiques 
isotriviales sur Q(t) dont ils montrent qu’elles sont de rang élevé en admettant 
la conjecture de parité. Dans la direction opposée, mais toujours sur Q, 
Conrad, Conrad et Helfgott [24] prouvent que toute courbe elliptique de 
rang élevé sur Q(t) est isotriviale, en admettant deux conjectures de théorie 
analytique des nombres (la conjecture de Chowla et une conjecture quantiûant 
le nombre de valeurs sans facteur carré prises par un polynôme de Z[t]) ainsi 
qu’une conjecture de densité concernant les rangs des courbes elliptiques 

lorsque x varie. Le théorème suivant est également un résultat de non 
existence de courbes elliptiques de rang élevé. Il est lui aussi conditionnel, 
et par ailleurs ne s’applique que sous certaines hypothèses sur les courbes 
elliptiques considérées ; en revanche, il présente l’avantage d’être valable sur 
tout corps de nombres et de ne faire intervenir aucune conjecture concernant 
les courbes elliptiques. 

Théorème 1.55 — Admettons l’hypothèse de Schinzel. Soient k un corps de 
nombres et E une courbe elliptique sur k(t). Notons X —>■ un modèle propre 
et régulier de E et Br°(X) le noyau de la flèche Br(X) —>■ Br(Pj,) induite par la 
section nulle. Si les points d’ordre 2 de E sont rationnels, si E est à réduction 
de type I 2 en tout point de mauvaise réduction et si 2 Br°(X) = 0, alors E n’est 
pas de rang élevé. 

Démonstration — Le morphisme tt: X —)■ Pj, satisfait aux hypothèses du 
paragraphe 1.2, dont on reprend les notations. Le morphisme canonique 
Br°(X) —>• BrjjQj.(X) est un isomorphisme; en effet, il est injectif puisque 
Br^gj.j(X) n Br°(X) = 0, surjectif puisque la suite exacte 

0-^ Br°(X)-^ Br(X)-> Br(pi)-^ 0 

est scindée. Il s’ensuit que 2 BrijQ^(X) = 0. Par ailleurs, comme la courbe 
elliptique E est à réduction de type I 2 en tout point de on a Lm — k(M) 
pour tout M G Le corollaire 1.43 et la proposition 1.45 permettent 
d’en déduire l’existence d’une injection Tq ^ 2 Briio,.(X), compte tenu que 
[S"] = 0. Il en résulte que Tq = 0, d’où finalement 6^ = E(k(t))/2. 

Supposons que la courbe elliptique E soit de rang élevé. Il est clair que E 
ne peut pas être constante; autrement dit, on a nécessairement ^ 0. Le 
théorème 1.49 montre maintenant que l’ensemble ■^D est infini, étant donné 
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que 7 r(X(fc)) = P^(fc). Comme E est de rang élevé, il existe donc x G tel 
que rg(E{k{t))) < rg{S‘^{k)). On a alors 


rg(<4(fc)) = dimFj4,(fc)/2) - 2 

^ dimp^ Se\2{k,£’^) — 2 

^ dimF3(6D) - 2 

= dimF2(E(fc(t))/2) - 2 
= rg(E(fc(t))) 

d’où une contradiction. 


(car la 2 -torsion de est rationnelle) 
(car X G 

(car 6 j 3 = E(fc(t))/2) 

(car la 2-torsion de E est rationnelle), 

□ 


Remarques — (i) Le théorème 1.55 ne concerne que les courbes elliptiques 
non isotriviales, bien que cette restriction ne figure pas explicitement dans 
son énoncé. En effet, une courbe elliptique isotriviale sur k{t) ne peut avoir 
réduction semi-stable sur à moins d’être constante : l’invariant j admet 
un pôle en tout point de réduction multiplicative (cf. [64, Ch. IV, §9]). 

(ii) Le groupe Br°(X) joue le rôle d’un « groupe de Tate-Shafarevich » 
pour la courbe elliptique E/A:(t). Il se plonge en tout cas dans le groupe de 
Tate-Shafarevich géométrique de E et l’on peut en principe calculer son sous- 
groupe de 2-torsion au moyen d’une 2-descente (cf. suite exacte (1.3)). De ce 
point de vue, la preuve du théorème 1.55 consiste essentiellement à exhiber 
une infinité de points x G U(fc) pour lesquels le groupe de 2-Selmer de ne 
soit pas plus gros que le « groupe de 2-Selmer » de E ; comme ce dernier est 
par hypothèse réduit à E(fc(t))/2, le rang de est nécessairement inférieur 
ou égal à celui de E. 

(iii) Il est bien sûr possible de déduire du théorème 1.49 un résultat 
analogue au théorème 1.55 pour les courbes elliptiques à réduction semi-stable, 
sans restriction sur le type de réduction, mais la condition à imposer sur le 
groupe de Brauer est alors moins agréable à exprimer. 
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2.1 Introduction 

À la suite des travaux de Colliot-Thélène, Skorobogatov et Swinnerton- 
Dyer [21] concernant les points rationnels des surfaces munies d’un pinceau 
de courbes de genre 1 et de période 2 dont les jacobiennes ont leur 2-torsion 
entièrement rationnelle, Bender et Swinnerton-Dyer [1] étudièrent la possibi¬ 
lité d’obtenir des résultats similaires pour les surfaces munies d’un pinceau 
de courbes de genre 1 et de période 2 dont les jacobiennes ont au moins 
un point d’ordre 2 rationnel. Leur conclusion fut que les techniques de [21] 
s’appliquent encore dans ce cadre, à condition d’effectuer des descentes par 
2 -isogénie simultanément sur deux familles de courbes elliptiques au lieu d’une 
simple 2-descente complète sur la fibration jacobienne du pinceau considéré. Ils 
aboutirent ainsi à deux théorèmes, de domaines d’application disjoints ; nous 
renvoyons le lecteur à [1, §1] pour leurs énoncés précis. Colliot-Thélène [14] 
reformula ensuite ces théorèmes et leurs preuves en termes d’obstruction de 
Brauer-Manin verticale. 

A la fin de [1], Swinnerton-Dyer expose quelques idées laissant espérer que 
l’on puisse se servir du théorème 1 de [1] (ou du théorème B de [14]) afin 
d’établir qu’une surface de del Pezzo de degré 4 admet un point rationnel 
dès que l’obstruction de Brauer-Manin ne s’y oppose pas. Il s’avère que les 
résultats de [I, §6] sont incorrects mais que la construction proposée par 
Swinnerton-Dyer permet néanmoins de prouver que le principe de Basse 
vaut sur de telles surfaces sous des conditions très générales, quoique au 
prix d’un travail conséquent ; c’est là le sujet du chapitre 3. Cependant, les 
théorèmes de [1] et de [14] sont insuffisants pour l’application en vue : ils 
contiennent plusieurs hypothèses techniques qui ne seront pas satisfaites par 
les pinceaux considérés au chapitre 3, notamment les conditions (1) et (2) 
de [14, Theorem B] (cf. aussi les conditions 1 et 2 de [1] et l’avant-dernier 
paragraphe de [1, p. 323] ; celui-ci contient un argument permettant d’affaiblir 
quelque peu les conditions 1 et 2, mais pour le chapitre 3 il est nécessaire de 
supprimer entièrement la condition 2). 
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Ce chapitre a pour but premier d’établir une version des théorèmes A et B 
de [14] épurée de toute hypothèse parasite et de laquelle il soit possible de 
déduire des résultats sur les surfaces de del Pezzo de degré 4. À cette fin, nous 
emploierons systématiquement les propriétés des modèles de Néron là où [1] 
et [14] font appel à des équations explicites. D’autre part, nous généraliserons 
au cas de réduction semi-stable arbitraire les théorèmes de [14], qui ne s’ap¬ 
pliquent que lorsque la jacobienne de la fibre générique du pinceau considéré 
est à réduction de type ou I 2 en chaque point de mauvaise réduction, et 
nous supprimerons toute hypothèse concernant le rang de Mordell-Weil de 
cette courbe elliptique, comme au chapitre 1. Ces améliorations permettent 
notamment d’obtenir un seul énoncé qui implique à la fois les théorèmes A 
et B de [14] (et les théorèmes 1 et 2 de [1]), contribuant ainsi à les clarifier. 

Les idées générales qui sous-tendent la preuve du théorème principal 
de ce chapitre sont bien sûr les mêmes que dans [1]> [14], [21] ou que 
dans le chapitre 1. Néanmoins, leur mise en œuvre contient une innovation 
substantielle, qui mérite d’être signalée : l’argument se déroule directement 
au niveau des groupes de Selmer des courbes elliptiques concernées, sans plus 
passer par l’étude d’un certain accouplement dont les noyaux à gauche et 
à droite sont isomorphes à ces groupes de Selmer et dont la variation en 
famille est contrôlable. Les sous-espaces totalement isotropes maximaux 
(cf. lemme 1.12, [21, Proposition 1.1.2], [1, Lemma 8], [14, Proposition 1.1.2]), 
dont le rôle semblait pour le moins mystérieux, ont ainsi totalement disparu. 
Cette modification de l’argument ne semble pas être une opération de nature 
purement formelle ; un indice en ce sens est l’utilisation dans la preuve ci- 
dessous de réciprocités dans lesquelles interviennent des algèbres de quater- 
nions sur k{t) qui n’avaient été considérées dans aucun des articles [1], [14], 
[21] (cf. paragraphe 2.3.4 et preuve de la proposition 2.20). 

Outre la simplihcation conceptuelle que cette innovation apporte, elle 
représente un premier pas, quoique modeste, vers l’obtention de résultats 
indépendants de l’hypothèse de Schinzel. Nombre de notions (principe de 
Basse, obstruction de Brauer-Manin) et d’outils (notamment, le « lemme 
formel » d’Harari) utiles dans l’étude des questions d’existence de points 
rationnels possèdent un analogue adapté aux questions d’existence de 0-cycles 
de degré 1. Dans ce contexte, l’analogue de l’hypothèse de Schinzel est un 
théorème, connu sous le nom d’astuce de Salberger (cf. [22, §3]). Grâce à 
ce théorème, on sait démontrer inconditionnellement l’existence d’un 0-cycle 
de degré 1 sur les surfaces admettant un pinceau de coniques, dès que 
l’obstruction de Brauer-Manin ne s’y oppose pas (cf. [22, §4]). Si l’on cherche 
à combiner l’astuce de Salberger et les méthodes de [21] afin d’étudier les 
0-cycles de degré 1 sur des surfaces munies d’un pinceau de courbes de genre 1, 
on est naturellement confronté à deux difficultés, liées au fait que l’on doit 
comparer uniformément les groupes de Selmer de courbes elliptiques pour 
divers points fermés (et non plus rationnels) x € \J, où S —>■ U est une 
courbe elliptique relative et U un ouvert de Pj, : d’une part, si S est un 
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ensemble fixé de places de k, arbitrairement grand mais indépendant de x, 
on ne contrôle pas le groupe des S-unités du corps k(x), et d’autre part, 
on ne contrôle pas non plus le groupe de classes de S-idéaux de k{x). Le 
groupe des S-unités intervient dans le diagramme (1-16) ; quant au groupe de 
classes de S-idéaux, il est nécessaire qu’il soit nul pour que l’on puisse définir 
l’accouplement de la proposition 1.14 (resp. l’accouplement de [1, Lemma 10], 
[14, Proposition 1.4.3]). L’intérêt de la preuve que nous donnons dans ce 
chapitre est qu’en évitant l’emploi d’un accouplement analogue à celui de 
la proposition 1.14, elle fait tout simplement disparaître la seconde de ces 
difficultés ; nous ne supposerons à aucun moment qu’un quelconque ensemble 
fini de places de k contient un système de générateurs du groupe de classes. 


2.2 Énoncé dn résnltat principal et applications 

Soient k un corps de caractéristique 0 et C un schéma de Dedekind 
connexe sur k, de point générique rj. Supposons donnée une surface X lisse 
et géométriquement connexe sur k, munie d’un morphisme propre et plat 
tt: X —>• C dont la fibre générique X,^ est une courbe lisse de genre 1 
sur K = k(C) et dont toutes les fibres sont réduites. Supposons de plus que 
la période de la courbe X^ divise 2, c’est-à-dire que la classe de H^(K,E]j) 
définie par le torseur X^ soit tuée par 2, en notant la jacobienne de X^. 
Supposons enfin que la courbe elliptique E]^ soit à réduction semi-stable en 
tout point fermé de C et qu’elle possède un point K-rationnel P' d’ordre 2. 

Notons E" la courbe elliptique quotient de E]^ par P', (p'^: —>• E" la 

2-isogénie associée et (/?" : E" —>• E]^ la duale de , de sorte que o p” = 2 
et p'fi O p'^ = 2. Le noyau de p'f^ contient un unique point K-rationnel non 
nul; on le note P" G E"(K). Soient S' et S" les modèles de Néron respectifs 
de E[^ et de E" sur C. D’après la propriété universelle des modèles de Néron, 
les isogénies p'^ et (/?" se prolongent en des morphismes de schémas en groupes 
p' ■. S' —>■ ê" et p" \ S" —>■ S'. Ceux-ci induisent des morphismes surjectifs 
p'^-. ^ ^"0 et p"^-. ^"0 ^ ^'0, où ^'0 C ê' et C S" désignent les 

composantes neutres. 

Notons ^ C C l’ensemble des points fermés de mauvaise réduction 
pour E]j. C’est aussi l’ensemble des points fermés de mauvaise réduction 
pour E", et la courbe elliptique E" est à réduction semi-stable en ces points 
(cf. [5, 7.3/7]). Fixons un ouvert dense U C C au-dessus duquel tt est 
lisse. Pour M G ^, notons respectivement et FJ); les k(M)- schémas en 
groupes finis étales et Les morphismes p' et p" induisent 

des morphismes F" et : Fm Fm- 

Posons 


et 


.Æ' = {M G ; p'yi est injectif} 
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= {M G ^ est injectif}. 


La proposition A.8 montre que fl = 0 et que U ^. Elle 

montre aussi que les morphismes et ip'h^ s’insèrent dans des suites exactes 


0- 

_s. F' — 

. -p// 

-^Z/2 

-^0 



0- 

Z/2- 

-^F" - 


-^0 

(2.1) 

si M G Ji' et 

0- 

Z/2- 

->F{^- 

.p,, 

-^0 



0- 

_, T?// 

^F{,- 

-> Z/2 

-^0 

(2.2) 

si M G Ji". 

Les suites exactes 







0 — 

—^ Z/2 

^e;- 


-gO 


et 

0 — 

—> Z/2 



-gO 



induisent des suites exactes 


0-^ E"(K)/ Im(^;)-^ KVK*2 ^ Hi (K, E^)-^ 0 

et 

0-^ E;(K)/ ^ KVK*2 ^ ^,,H1 (K, E")-^ 0. 

Pour M G C, notons < r anneau strictement local de C en M et 
son corps des fractions. Rappelons que pour ê G si E^ désigne 

la fibre générique de ^ —>■ C, le groupe H^(C,^) s’identifie au noyau du 
produit H^(K,E^) —>• IlMeC ^1^) (cf. suite exacte (I.l)). Notons 

respectivement 6^/(C,^') et 6^//(C, (f") les images réciproques des sous- 
groupes ^,Hi(C,<r') C et C ^»Hi(K,E") par a' 

et a", de sorte que l’on obtient des suites exactes 

0-^ E"(K)/ Im((^;)-^ e^,{C, S') -> ^,Hi(C, <r')-^ 0 (2.3) 


et 
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0 ^ E;(K)/ Im(^") ^ (C, ê") (C, ^") ^ O. (2.4) 

Les groupes et méritent qu’on les appelle respec¬ 

tivement groupe de (p'-Selmer géométrique de et groupe de tp”-Selmer 
géométrique de E" (cf. [21, §4.2]). 

Proposition 2.1 — On a 6^,(C,^') = Hi(C \ Z/2) et 6^„(C,<r") = 

H^(C \ Z/2) en tant que sous-groupes de K*/K*^ = H^(K, Z/2). 

Démonstration — Les deux assertions étant symétriques, il suffit de démontrer 
la première. Vu la définition du groupe ©^/(C,^'), il suffit de prouver que 
E/(K«^h)/Im((^;) = Hi(K|h,Z/2) pour tout M G et E;'(K«^h)/Im(^;) = 0 
pour tout M G C \ . Autrement dit, compte tenu que H^(K^, Z/2) = Z/2, 

il suffit de prouver que l’application E(j(K^) —>• E/(K^) induite par est 
surjective si et seulement si M ^ , pour M G C. Ceci résulte du lemme A.2, 

de la proposition A.8 et de la définition de . □ 

Notons enfin © 2 ( 0 , <#") C H^(K, 2 E(j) l’image réciproque de H^(C,^') C 
H^(K, E(j) par le morphisme canonique H^(K, 2 E/) —)■ H^(K, EJ^). Le mor¬ 
phisme p' induit un diagramme commutatif 

0-^e/(k)/ 2-^©2(c,<r')-- >0 

(2.5) 

0 — ^ e;(k)/ im((p;') — ^ e^„ (c, £") —> (c, <r") —^ o 

dont les lignes sont exactes. 

Comme les fibres de tt sont réduites, on a Xm(K^) jé 0 pour tout M G C. 
La classe de H^(K,E/) définie par le torseur appartient donc au sous- 
groupe H^(C, Cette classe correspond à un faisceau représentable (cf. [50, 
Theorem 4.3]), d’où l’existence d’un torseur ^ C sous tf' dont la fibre 
générique est égale à X^. Notons [âé'] sa classe dans H^(C,^') et [S'"j G 
(C, ê") l’image de \3J\ par la flèche verticale de droite du diagramme (2.5). 
Pour M G ^^ notons L[^ (resp. L[(j) l’extension quadratique ou triviale 
minimale de k(M) sur laquelle le K(M)-groupe (resp. F^) devient constant 
(cf. proposition A.3). Les groupes F{^.j(L[^) et F^(L[(j) sont cycliques en 
vertu de l’hypothèse de semi-stabilité (loco citato). Soient : H^(C,^') —>■ 
H^(L5^,F[^^) et H^(C, (f") —>■ H^(L[(j, F{(j) les composées des flèches 
induites par les morphismes de faisceaux S' —>• iM*FM et S" —>■ fM*EM, 
où ijvj: Spec(K(M)) —>• C désigne l’inclusion canonique, et des flèches de 
restriction H1 (k(M), F{^.i) H1(L;^,F{^) et Hi(«;(M),F^) -J> Hi(L[(i, F((i). 

Soient î/,le noyau de l’application composée 



78 


Chapitre 2. Arithmétique des pinceaux semi-stables II 





M6^" 


n 

Me^" 


{s'Mim) 


( 2 . 6 ) 


et Tq/c le noyau de l’application composée 





n Hi(L",F") 

Me^' 


TT H^(Lm,Fm) 


(2.7) 


On dira que la condition (D/C) est satisfaite si C {0, et si est 
engendré par Notons enfin C 6^,(C,(o') et *5^^^ C 

les images réciproques respectives de 'Tq/c et par les flèches de droite 

des suites exactes (2.3) et (2.4). 

Supposons maintenant que k soit un corps de nombres et que C soit 
un ouvert de P),. On note comme précédemment D l’ensemble des places 
de k, flf C fl l’ensemble de ses places finies et Af. l’anneau des adèles 
de k. Un élément de K* peut être considéré comme une fonction ration¬ 
nelle non nulle sur P^. Par ailleurs, chaque place finie de k définit un 
point de codimension 1 de P^ et donc une valuation sur k(P^) = K. 
On notera 6^/_s(C, <^') (resp. é’")} le sous-groupe de 

(resp. de &^„{C,(S’")) constitué des classes appartenant au noyau de la flèche 
K*/k* 2 —ÿ. (Z/2)^/\(®'^^/) induite par les valuations normalisées associées 
aux places finies de U \ S, pour S C O. 

Soit 

^A = {a^eU(fc);X,(Afc)ÿé0} 

et pour S C n, soit •^D/c.S ensemble des x G tels que tout élément du 
groupe de V3/-Selmer de Sf appartienne à l’image de la composée 

6Wc ri 6^'.s(C, <^') C 6^,(C, S') = Hi(C \ ^.S') -g R^k, ^, <) 

(cf. proposition 2.1 ; la dernière flèche est l’évaluation en x), que tout élément 
du groupe de v?”-Selmer de appartienne à l’image de la composée 

n6^".s(C,0 c 6^4C,0 = Hi(C\.^",^„^") ^ Hi(fc,^,,C), 
et que les restrictions des flèches 

e^,{C, S') = Hi(C \ ^,£') -G R\k, ^, <) (2.8) 

et 

6^„(C,^") =Hi(C\.^",^„0 ^ Hi(fc,^,,0 (2.9) 

aux images réciproques respectives de {0, [t^]} et de {0, par les flèches 
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6^,(C,0^h1(C,0 (2.10) 

et 

6^„(C,0^h1(C,^") (2.11) 

issues des suites exactes (2.3) et (2.4) soient injectives. Pour S = fl, on note 
simplement .^d/c = -^D/c.n/ l’ensemble ^d/c.S- 

Lorsque C = P^, on prend pour U le plus grand ouvert de au- 
dessus duquel tt est lisse et l’on note d’une part 

®D’ 

©D et (D) les ensembles '^d/p^,S’ ^D/Pj^’ ^D/Pj^’ ®D/Pj^’ ®D/Pj^ 

et la condition (D/P^), et d’autre part ■^Do.Sî -^Do’ "^Do’ ^^Do’ ®Do’ ®Do 
et (Dq) les ensembles •^D/Ai.S: -^D/Aii “^D/Ai’ ®D/Ai’ ^D/A^ 

la condition (D/Aj.), étant entendu que .^d/ai,S) ‘^d/ai ’ "^d/ai ’ 

®D/Ai ’ ®D/Ai condition (D/A^) désignent les ensembles et la condition 

obtenus en appliquant les définitions ci-dessus avec C = A^ après avoir 
restreint tt au-dessus de A J, C P^. 

Le théorème principal de ce chapitre est le suivant. 

Théorème 2.2 — Admettons l’hypothèse de Schinzel. Supposons que C = P^ 
et que la fibre de tt au-dessus du point oo G P^(A:) soit lisse. Il existe alors un 
ensemble fini Sq C 11 et un sous-groupe fini Bq C Br(U) tels que l’assertion 
suivante soit vérifiée. Soient un ensemble C H fini eontenant Sq et une 
famille (a;^)t,gSi ^ IltieSi U(A;^)- Supposons que X^^(fc^) ^ 0 pour tout v G 
S]^ n et que 

inv^ A(x^) = 0 

pour tout A G Bq. Supposons aussi que pour toute place î; G réelle, on 
ait XQ^(fc„) ^0 et appartienne à la composante connexe non majorée 
de U(fc„). Alors 

a) si .Æ' <Z) et .Æ" 0, il existe un élément de ■^D arbitrairement proche 

de Xy en chaque place x G et arbitrairement grand en chaque place 

archimédienne de k ; 

b) il existe un élément de ■^Do.Si arbitrairement proche de x^ en chaque place 
X G n llj, arbitrairement grand en chaque place archimédienne de k et 
entier hors de S^. 

Voici les conséquences du théorème 2.2 pour l’existence et la Zariski-densité 
des points rationnels de X. Pour le restant de ce paragraphe, supposons que 
C = Pj, et que les ensembles et ne soient pas vides. 

Théorème 2.3 — Admettons l’hypothèse de Schinzel. Alors l’adhérence 
de dans C(Aj,) est égale à 7r(X(Aj,)®‘''''’'*). 
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Démonstration — Ce théorème se démontre à partir du théorème 2.2 exacte¬ 
ment comme le théorème 1.49 se démontre à partir du théorème 1.4. □ 

Théorème 2.4 — Admettons l’hypothèse de Schinzel et la finitude des groupes 
de Tate-Shafarevich des courbes elliptiques pour x € U(k). Supposons que 
la condition (D) soit vérifiée et que ^ 0. Alors X(Â:) jè 0 . Si de 

plus TT ne possède pas de section, l’ensemble X(fc) est Zariski-dense dans X. 

Démonstration — Supposons que X(A;.)®''''“‘ ^ 0. Le théorème 2.3 montre 
que l’ensemble est infini. Soit x € Compte tenu de l’équivalence 
[S'"] = 0 [SS] £ Tq, la condition (D) entraîne que l’un des groupes Tq et 
Tq est nul et que l’autre est d’ordre au plus 2. D’après les carrés commutatifs 


<f"(U)/Im(<p^)-^6^3 


^^(U)/Im(^")-^6" 



et 


-- •' 

- 







et la définition de l’un des groupes et est donc 

nul et l’autre est d’ordre au plus 2. La suite exacte 


0-> m(fc, C)-^ 2 Ui(fc, K) -^ C') 

permet d’en déduire que le groupe 2 LL[(fc, êif) est d’ordre au plus 2. La finitude 
de et les propriétés de l’accouplement de Cassels-Tate entraînent 

par ailleurs que cet ordre est un carré (cf. preuve du théorème 1.50) ; par 
conséquent = 0 et donc X^(fc) 0 puisque x G^a- 

Supposons de plus que tt ne possède pas de section. On vient de voir que 
= 0 (puisque = 0) et dimp^ <f") < 1; d’où 

dinipa ^ 1) compte tenu de la suite exacte 

0-^ ^ ^m{k, #")-> ^,m{k, <). 

La suite exacte 

0-^ ^")-^ m(fc, C')-^ ni(fc, C) 

et la finitude de montrent que le groupe est fini. Utili¬ 

sant à nouveau les propriétés de l’accouplement de Cassels-Tate, on obtient 
finalement que 2 ni(A:,^") = 0 et donc que ^„Ml{k,S") = 0. 

Nous allons maintenant établir que le rang de la courbe elliptique n’est 
pas nul. Comme les ensembles X,j,(fc) et <S^{k) sont en bijection, cela impliquera 
que X,j,(fc) est infini puis que X(fc) est Zariski-dense dans X, étant donné que x 
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a été choisi quelconque dans l’ensemble infini Supposons que soit de 
rang nul et aboutissons à une contradiction. La nullité de et 

du rang de entraînent que le groupe Sel^»(A:,^") est d’ordre 2. Notons 
respectivement G' C 6^ et G" C 6^ les sous-groupes images réciproques de 
{0, [JT]} et de {0, [^"]} par les flèches ^ et 6" ^ Hi(G,^") 

issues des suites exactes (2.3) et (2.4). Par définition de les flèches 
G' —>■ Sel^/ (fcj^æ) et G" —l Sel^//(fc, ") d’évaluation en x sont injectives. Le 
groupe G" est donc d’ordre au plus 2, d’où il résulte que [^"\ = 0. On a alors 
G Îq ; comme tt n’admet pas de section, on en déduit que le groupe G' 
est d’ordre au moins 4. Il en va donc de même pour Sel,^/ (k, S'^). Par ailleurs, 
les courbes elliptiques et d"" ont même rang puisqu’elles sont isogènes. La 
nullité de III(A:, ^,^) et du rang de implique donc que Sel,^/ {k,S’^) est 
d’ordre au plus 2, d’où une contradiction. □ 

Le théorème suivant est celui dont nous nous servirons au troisième 
chapitre. G’est un énoncé « sur mesure », ce qui explique sa forme quelque 
peu particulière. 

Théorème 2.5 — Admettons l’hypothèse de Schinzel et la finitude des groupes 
de Tate-Shafarevich des courbes elliptiques pour x G U(A:). Supposons que 
la fibre de tt au-dessus du point oo G P^(fc) soit lisse, qu’elle possède un 
k„-point pour toute place v € fl réelle et qu’il existe Xq G U(fc) appartenant 
à la composante connexe non majorée de U(fc„) pour toute place v réelle 
et tel que X,j,^(Aj,) 0. Soit S C fl la réunion de l’ensemble des places 

archimédiennes ou dyadiques de k, de l’ensemble des places finies de mauvaise 
réduction pour la courbe elliptique et de l’ensemble des places finies v telles 
que l’adhérence de Xq G P^(fcj,) dans P^^ rencontre celle de A {oo}) éè) k ky ■ 

Supposons la condition (E) relative à S satisfaite : 

Condition (E) ; l’image de fl ©,^/g(A^, <1’') dans S’') par 

la seconde flèche de la suite exacte (2.3) est incluse dans {0, 
et l’image de ©^^^ fl ©,^//s(A^, <^") dans par la seconde 

flèche de la suite exacte (2.4) est incluse dans {0, 

Alors X(fc) 0. 

Démonstration — Soient Sq C 12 et Bg C Br(U) les ensembles donnés par 
le théorème 2.2. Soit S^ C 12 fini contenant S U Sg et contenant toutes les 
places V G fl pour lesquelles il existe A G Bg tel que inv^ A(xq) 0. Posons 
Xy = Xg pour tout V G S^. On a alors pour tout 

A G Bq d’après la loi de réciprocité globale. La conclusion du théorème 2.2 
permet d’en déduire l’existence de Xi ^ -^Do.Si arbitrairement proche de Xq en 
chaque place v G S^flOj. Pour a G ©,^',Si(A^, ^') (resp. a G ©^,, (A^, ^")) 

et Z G U(fc), notons a{z) l’image de a par la composée 
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(resp. 6 ^„,s^(Ai,<r") C ^\K\\ J^'\ ^„S") ^ où 

rinclusion est donnée par la proposition 2.1 et la seconde flèche est l’évaluation 
en Z. Quitte à choisir a;^ suffisamment proche de Xq aux places finies de on 
peut supposer que la courbe elliptique a bonne réduction aux places de 
S 2 \S et que f (a(a; 2 )) = v(a(a;g)) pour tout v G S 2 \S et tout a G 6 ,^', Si 
(resp. tout a G 6 ^//(A^, <^")), où v désigne l’application k*/k*'^ —>■ Z/2 
induite par la valuation normalisée associée à v. 

Prouvons maintenant que G -^Do.S- Étant donné que x^ G ^Dq.Si > suf¬ 
fit pour cela que tout a G 6 ( 3 ^ fl 6 ^/ 3 ^ (A^, ^') tel que a{xi) G Sel^^ 
appartienne à G^, s (A/, S') (resp. que tout a G fl 6 ^//g^ (A^, ^") tel 
que a{xi) G Sel^// (fc,<f"J appartienne à 6 ^//g(A/, <^")). Fixons un tel a et 
une place î; G \ S. Il suffit de vériher que v{a{xQ)) = 0, puisque l’adhérence 
de Xq dans ne rencontre pas celle de {^U{oo})(Sii.ky. Comme les courbes 
elliptiques et ont bonne réduction en v et que v n’est pas dyadique, 
l’appartenance de a{xi) au groupe de Selmer entraîne que «(«(x^)) = 0, 
d’où v(a(xQ)) = 0 . 

De l’appartenance de x^ à -^Do.Si condition (E) et de l’équivalence 
[^''] = 0 [^\ G ^/H^(A/,^') résulte que l’un des deux groupes 

„/ III(fc,^/ ) et „// III(A:,^" ) est nul et que l’autre est d’ordre au plus 2. 

"r x-^ 1 "r x-^ 1 

La suite exacte 




,ni(A:,^"j 


et la finitude du groupe III(A:, permettent de conclure, exactement comme 
dans la preuve du théorème 2.4. □ 


Comparons maintenant le théorème 2.4 avec les théorèmes A et B de [14]. 

Sous les hypothèses du théorème A, prenons pour X la surface notée X(m) 
dans [14, Th. A]. La courbe X,^ est naturellement un 2-revêtement du quotient 
de la courbe elliptique d’équation 

y"^ = {^X - c{t)){x^ - d{t)) (2.12) 

par le point de coordonnées (c(t),0), d’où un choix canonique de P' G E(j(K) 
tel que la courbe elliptique E/ soit celle définie par l’équation ( 2 . 12 ) et que le 
point P" G E/(K) soit celui de coordonnées (c(t),0). Les types de réduction 
de E/ et E/ sont les suivants, dans la notation de Kodaira (cf. [14, (1.2.2)] 
pour une équation de Weierstrass de E]^) : 



0 

II 

— d = 0 

e; 

^2 

II 

K 

II 

^2 
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Par conséquent les ensembles et définis ci-dessus coïncident respecti¬ 
vement avec les ensembles et de [14, p. 120] ; de plus = k(M) 

pour tout M G , et l’on a = ï 12 pour tout M G et = Z/2 
pour tout M G . La proposition 2.1 montre que les groupes 6', 6", 6 q 
et 6 q de [14, p. 120] s’identifient respectivement aux groupes 
6^/(A^, <#"), et 6^/(P/, <#"). La commutativité du diagramme 

Z/2 = -> <?' 

..11 ( 2 - 13 ) 

n *«.2/2— n *M* ( 2 ^ 1 ^) ^ n (Fm) 

Me..#" Me.#" Me.#" 

entraîne celle du diagramme 

6^, (P/, n = H' (Pi \ z/ 2 )-> Hi (pi \ ê') 

[ (2.14) 

0 H1(ac(M),Z/2)^^ 0 
Me.#" Me.#" 

qui à son tour montre que la composée du morphisme 

Hi(Pi,0-^^ J] Hi(L[^,Fi,) 

Me.#" 

et de la flèche de droite de la suite exacte (2.3) s’identifie à l’application 
notée Sq dans [14, p. 120]. De même pour H'^m Sq. Par ailleurs, la classe 
est nulle. 

On déduit de ces considérations que les hypothèses (3.a) et (3.b) du 
théorème A de [14] impliquent la condition (D). Le théorème A est donc un 
cas particulier du théorème 2.4. (En toute rigueur, pour que le théorème 2.4 
implique formellement le théorème A de [14], il aurait fallu détailler quelque 
peu sa conclusion. Cependant, on vérifie tout de suite que les assertions 
supplémentaires du théorème A découlent directement de la preuve ci-dessus 
du théorème 2.4. Nul besoin pour cela de revenir à la preuve du théorème 2.2.) 

Passons maintenant au théorème B. Prenons pour X la surface notée X 
dans [14, Th. B]. La courbe X^ est un 2-revêtement de la courbe elliptique 
définie par l’équation de Weierstrass (2.12), où c et d ont cette fois les 
significations données dans [14] juste avant l’énoncé du théorème B. Notons 
P' G E/(K) le point de coordonnées (c(t),0). Les types de réduction de E/ 
et E/ sont les suivants, dans la notation de Kodaira (cf. [14, (1.2.2)] pour une 
équation de Weierstrass de E/) : 
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0 

II 

0 

"f 4d24®^34 — 0 

fig4 <^02^03 ~ 0 

<^12'^13 “ I* 

e; 

I 2 

h 

I 2 

^2 

K 

1—1 

^2 

II 

II 


Les ensembles et s’identifient donc respectivement aux ensembles 
et Ji" du théorème B, et l’on a = Z/2 pour tout M G Ji" et = Z/2 
pour tout M G La proposition 2.1 montre que les groupes 6 ', 6 ", ©g 
et ©0 de [14, p. 123] s’identifient respectivement aux groupes 

©^/(P/,#') et ©,^/,(P^,^"). Les extensions L{^/k(M) sont 
toutes triviales, de même que les extensions L[[j/k(M) pour M G U 
Pour M G l’extension L[^//î(M) est celle obtenue en adjoignant à k(M) 
une racine carrée de l’élément noté dans [14], d’où une injection 

canonique 

«.(M)V(^(M)*2,ù{:i(-c)) ^ L-/Lr = ^ H1(L" ,F" ). 

(La dernière flèche est injective car le L[(j-groupe F^ constant.) 

On vérifie de plus que (resp. coïncide avec la classe 

notée £]vi (resp. — <^ 12 ^ 13 )) dans [14], pour M G (resp. pour 

M G ^[). Enfin, le groupe F{^^ étant trivial pour M G ^ 2 , on a = 0 

et donc ù((j([.^"]) = 0 pour tout M G ^ 2 - 

Des diagrammes commutatifs analogues à (2.13) et (2.14) permettent 
maintenant de voir que les hypothèses (3.a) et (3.b) du théorème B de [14] 
impliquent la condition (D). Le théorème B est donc lui aussi un cas particulier 
du théorème 2.4 (avec le même commentaire que pour le théorème A). 

Pour résumer, les théorèmes A et B de [14], pris ensemble, correspondent 
au cas particulier du théorème 2.4 où les hypothèses supplémentaires suivantes 
sont supposées satisfaites : 

~ pour tout M G le groupe F{^^ est d’ordre au plus 2 ; 

- les courbes elliptiques et E/ possèdent un seul point d’ordre 2 
rationnel ; 

- elles sont de rang de Mordell-Weil nul sur K ; 

- le morphisme tt n’admet pas de section ; 

- les hypothèses techniques (0.1), (0.5) et (0.7) de [14] sont satisfaites. 

Le théorème A s’applique seulement lorsque \S^"] = 0 et le théorème B 
seulement lorsque [^"\ ^ 0. (En effet, si = 0, la condition (3.a) du 

théorème B entraîne que = 0, autrement dit que tt possède une section.) 


2.3 Preuve du théorème 2.2 

Pour prouver le théorème 2.2, on peut évidemment supposer la fibration 
tt: X —>■ P/ relativement minimale. On fera dorénavant cette hypothèse. 
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dont l’intérêt principal est qu’elle permet d’écrire que U = Al \ ^. Les 
paragraphes 2.3.1 à 2.3.5 contiennent des définitions et résultats préliminaires 
à la preuve proprement dite du théorème 2.2, qui occupe le paragraphe 2.3.6. 
Le symbole S désigne pour le moment un ensemble fini arbitraire de places 
de k contenant les places dyadiques et les places archimédiennes ; il sera précisé 
au paragraphe 2.3.6. 

2.3.1 Couples admissibles, préadmissibles 

Si a: G est un point fermé, on note x son adhérence schématique 
dans P^. C’est un ^-schéma fini génériquement étale. On définit de même 
l’adhérence aide x dans P^^ lorsque x est un point fermé de P^^ et que v € flf. 
Si X n P^g est étale sur Spec(^g), l’ensemble des points fermés de x fl P^^ 
s’identifie à l’ensemble des places de k{x) dont la trace sur k n’appartient pas 
à S. On utilisera librement cette identification par la suite. 

Soit ^ une famille ^ où est un ensemble fini de places finies 

de k(M). Notons dflf l’ensemble des traces sur k des places de On 
dit que la famille f?' est préadmissible si la condition suivante est satisfaite : 

(2.15) les sous-ensembles T^j C fl pour M G sont deux à deux disjoints 

et disjoints de S ; le ^g-schéma P^^ ^ étale ; pour tout 

M G l’application trace —>■ T^j est bijective. 

Soit X G U(fc). On dit que le couple x) est préadmissible si la famille 
l’est et si de plus la condition suivante est satisfaite : 

(2.16) X est entier hors de S {i.e. x fl 5o fl P^^ = 0) ; pour tout M G 

le schéma x fl M fl P^^ est réduit, et son ensemble sous-jacent est la 
réunion de et d’une place de k(M) hors de que l’on note 

Étant donné un tel couple {3é^x), on notera trace de sur k, et 

l’on posera 

T = SU U Tm 
et 

T(x) = T U {vm ; M G 


Les conditions de préadmissibilité sont de nature géométrique. Nous vou¬ 
drons aussi imposer une condition arithmétique sur les triplets considérés afin 
d’assurer l’existence de points locaux sur (cf. condition (2.17) ci-dessous, 
et proposition 2.15). 

Lemme 2.6 — Soit M G ./#. Four tout d G 2 H^(^(M), F)^^), il existe 
une extension quadratique ou triviale minimale Kjy; de /î(M) telle que d 
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appartienne au noyau de la restriction H^(k(M), —>■ et 

que ^ se plonge Ij'y^-linéairement dans toute extension telle que 

l’image de d dans soit nulle. La même assertion avec F^ et à 

la place de F{^^ et est vraie. 

Démonstration — Si le groupe (resp. F^(L^)) est d’ordre impair, 

nécessairement d = 0 et l’on peut donc prendre Kjyj ^ = k(M). Sinon, la 
démonstration est exactement la même que pour le lemme 1.17. □ 

On notera par la suite Kjyj le corps Kjyj ^ donné par le lemme 2.6 en prenant 
pour d l’image de [éXi] dans H^(k(M), F{,^). 

La famille SL sera dite admissible si elle est préadmissible et que la 
condition suivante est vérifiée : 

(2.17) pour tout M G .Æ, les places de sont totalement décomposées 
dans L(^L((jK]yj. 

Si X G U(fc), on dit enfin que le couple (^,x) est admissible s’il est 
préadmissible, si la famille est admissible et si pour tout M G .jSé, la 
place rcjyj est totalement décomposée dans 

2.3.2 Prélude à l’étude des groupes de Selmer en famille 

Dans ce paragraphe, nous fixons un couple préadmissible et nous 

faisons l’hypothèse suivante : 

(2.18) pour tout M G ./#, la classe du diviseur M fl dans Pic(A^g) 
est nulle. 

Cette hypothèse sera en tout cas satisfaite si S est suffisamment grand. 
Posons ^ \ (^mg..Æu{oq} définition de la préadmissibilité, 

le sous-schéma localement fermé x fl de P^^ est inclus dans l’ouvert 

Proposition 2.7 — Le morphisme Z/2) —>• Z/2) induit 

par l’inclusion dexD ^ dans est un isomorphisme. 

Démonstration — Notons respectivement a: Z*^ —>• Pic(A^_^) et 13: Z"^ —>• 
Pic(i^rp) applications Z-linéaires envoyant M G .Æ sur la classe du diviseur 
Mn A^^ dans Pic(A^_^) et sur la classe de dans Pic(i^rp). Les inclusions 
de X n P^^ dans A^^ et de x fl dans induisent le diagramme 

commutatif suivant : 
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Pic(A^J-^ ^ 0 

<5 

Z-^ — ^ Pic(^T) —^ Pic(^T(x)) -> 0 - 

Le morphisme Pic(^'j') —>■ Pic(A^_^) induit par le morphisme structural 
du ^rp-schéma A^_^ est un isomorphisme. La flèche verticale du milieu du 
diagramme ci-dessus en est une rétraction ; c’est donc aussi un isomorphisme. 
La commutativité du diagramme et l’exactitude de ses lignes entraînent 
maintenant la bijectivité de S. Par ailleurs, l’hypothèse (2.18) implique que 
a = 0, d’où l’on tire que /3 = 0, ce qui signifie encore que 7 est bijective. 
Considérons à présent le diagramme commutatif suivant : 

0 0 

0-^ ^ (Z/2)^ 

0-^ Z/2)-> Z/2)-^ (Z/2)-^ 

2 Pic(^rp) S- 2 Pic(^T(æ))- 

Les colonnes sont induites par la suite exacte de Kummer, la seconde ligne par 
la suite spectrale de Leray associée à l’inclusion de Spec(^x(æ)) dans Spec(^-p) 
et au faisceau étale Z/2, et enfin la flèche de droite de la première ligne est 
induite par les valuations normalisées de k associées aux places rijyj. La seconde 
ligne est exacte puisqu’elle provient de la suite spectrale de Leray. Comme 7 
est un isomorphisme, on en déduit que la première ligne est exacte aussi. 

Plaçons maintenant la première ligne du diagramme ci-dessus dans le 
diagramme 

0 -> G^{ff^)/2 -^ GMJ/2 -> (Z/ 2 )^-^ 0 

£ 

0 -> G ^{ ff ^)/2 -^ G ,„(^ t (.))/2 -> ( Z / 2 )-^, 

où e est l’évaluation en x et la flèche de droite de la première ligne est induite 
par les valuations normalisées de k(P/) associées aux points M G Il résulte 
de l’hypothèse de préadmissibilité sur le couple x) que ce diagramme 
commute. On a vu que la seconde ligne est exacte. La première l’est d’après 
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l’hypothèse (2.18). Le lemme des cinq permet d’en déduire que la flèche e est 
bijective. 

Insérons finalement la flèche de l’énoncé dans le diagramme commutatif 
0-^ ^ Z/2)-> > 0 

£ 7 

0-^ G^(^t(.))/2-^ Z/ 2 ) -^ 2 Pic(^T(.)) -^ 0, 

dont les lignes sont exactes. On a vu que 7 et e sont des isomorphismes. Il n’y 
a plus qu’à appliquer le lemme des cinq pour terminer la preuve. □ 

Proposition 2.8 — Pour tout ouvert dense V de Spec(^) sur lequel 2 
est inversible, le groupe H^(^y,Z/2) s’identifie au sous-groupe de K*/K*^ 
constitué des classes de fonctions inversibles sur U dont la valuation sur 
chaque fibre de la projection —>■ V est paire. 

Démonstration — La suite spectrale de Leray pour l’inclusion j : U —>■ '^y 
fournit une suite exacte 

0-^ H^'^y, Z/2)-^ H7U, Z/2)-^ H0(^y, R7*Z/2). (2.19) 

Compte tenu de la suite exacte de Kummer et de la nullité de 
(théorème de Hilbert 90), le faisceau R^j*Z/2 est égal au conoyau de la 
multiplication par 2 sur j*G,^. Grâce à la régularité de '^y, on dispose par 
ailleurs de la suite exacte des diviseurs de Weil 

0 -^G,„--> 0 *„,Z-^ 0 , ( 2 . 20 ) 

î;6V(i) 


OÙ 7 : ^y désigne l’immersion fermée canonique. Celle-ci montre que 

le conoyau de la multiplication par 2 sur s’identifie naturellement à 

0^gv(i) 7^Z/2. La suite exacte (2.19) se récrit donc comme suit : 

0-^H7'^y,Z/2)-^H7U,Z/2)-^ 0 Z/2. (2.21) 

î;6V(i) 

On a H^(U, Z/2) = G,j,(U)/2 puisque U est un ouvert de A/, et l’on vérifie 
tout de suite que la flèche G,j,(U)/2 —>• 0„gy(i) Z/2 donnée par la suite (2.21) 
envoie la classe d’une fonction inversible sur la famille de ses valuations 
modulo 2 aux points de codimension 1 de '^y qui ne dominent pas V. La 
proposition est donc prouvée. □ 

Le lemme suivant ne présente aucune difficulté. Nous l’énonçons en vue de 
son utilisation répétée au paragraphe 2.3.6. 
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Lemme 2.9 — Pour v € fl f, notons f : K* —>■ Z /o valuation normalisée 
associée au point de codimension 1 de défini par v, et pour M G ^\j{co}, 
notons V]y[ : K* ^ Z la valuation normalisée associée au point M. Pour tout 
M G ^ U {oo}, tout X G U(Â:) et toute place v € flf au-dessus de laquelle x 

rencontre transversalement M, le diagramme 

Hi(U, Z/2)-i Hi(K, Z/2) = K*/K*2 > Z/2 

Hi(fc, Z/2) = ^ Z/2, 

dans lequel la flèche verticale de gauche est l’évaluation en x, est commutatif. 

Démonstration — On a H^(U, Z/2) = G^(U)/2 puisque U est un ouvert 
de A^. Il suffit donc de démontrer que pour tout / G G^(U), considérant / 
comme une fonction rationnelle sur et f{x) comme une fonction ration¬ 
nelle sur X, l’égalité v{f) Vm(/) = v{f{x)) vaut. C’est évident si / est 
constante. Par ailleurs, si v{f) = 0, autrement dit si / définit une fonction 
inversible sur où R désigne le localisé de Û' en l’idéal premier défini 
par V, cette égalité résulte immédiatement de l’hypothèse de transversalité. 
Le groupe Gj„(U) étant engendré par les sous-groupes G^{k) et Gj,j('^j^), le 
lemme est donc prouvé. □ 


2.3.3 Dualité locale pour les courbes S" 


Les quelques notations suivantes nous seront utiles par la suite. Pour v € fl 
et X G U(fc^), posons 


Y„=ïl\k,,Z/2) ; ; Y'/= ïl\k„, 


et 

W/ = C(ftJ/Ini((^;) ; W/ = <(fcJ/Im(^")- 


Si U G flf, posons de plus = Ker(V^ —?■ Z/2)), T/ = Ker(V/ —>■ 

et T/ = Ker(V;' Uflk/”, où désigne une 

extension non ramifiée maximale de k^. On a canoniquement V.„ = V/ = V" 
et = T' = T/. Les suites exactes 


0-^ Z/2-> ^ 0 

et 

0-> z/2-> êfl ^ 0 
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montrent que (resp. W") s’identifie canoniquement à un sous-groupe de V' 
(resp. de V"). L’accouplement de Weil ^ et l’injection 

canonique Z/2) ^ Z/2 donnée par la théorie du corps de classes local 

fournissent un accouplement V' x V" —>■ Z/2, non dégénéré d’après [51, Ch. I, 
Cor. 2.3 et Th. 2.13]. Les sous-espaces W/ et W/ sont orthogonaux pour cet 
accouplement (cf. [1, Lemma 3]). 

Proposition 2.10 — Il existe un ensemble fini Sq C II tel que pour toute 
place finie v € Il \ Sq, tout M € ^ et tout x € U(fc^) tel que x rencontre 
transversalement M en une place w de «;(M) totalement décomposée 

dans L[^L[[j, les conditions suivantes soient satisfaites : 

1. Si M G , les applications Yfi", Sfi) —>■ et —>■ 

induites par sont injectives. 

2. Si M G les applications S'ffik'ffi) —>■ S'fifik'ffi) et —>■ 

induites par ip^ sont surjectives. 

Le même énoncé reste vrai si l’on échange tous les ' et les ". On a par 
conséquent W/ = V/ et W” = 0 si M G Jé', W/ = 0 et W/ = V" si 
M G Jé". 

Démonstration — La première des conditions de l’énoncé est équivalente à 
la seconde une fois les ' et les " échangés, d’après le théorème de dualité 
locale pour les variétés abéliennes (cf. [51, Cor. 3.4]) ; le dual de Pontrjagin 
du morphisme induit par est en effet le morphisme induit par (p'f, 
puisque {px est l’isogénie duale de v?/- (En toute rigueur, le théorème de 
dualité locale s’applique lorsque K = mais pas lorsque K = k™ ; cependant, 
l’injectivité de —>• H^(fc“,^") se déduit facilement de l’injectivité 

de H^(fcj,,^/) —>• H^(fcj,,^").) On peut donc se contenter d’établir d’une 
part l’énoncé (P') obtenu en supprimant les deux dernières phrases de la 
proposition et en remplaçant « tout M G » par « tout M G .Jé" », d’autre 
part l’énoncé (P") obtenu à partir de (P') en échangeant les ' et les ". 

Nous prouvons ci-dessous (P'). Le lecteur constatera que l’on obtient une 
preuve de (P") en échangeant simplement les ' et les ". 

Prenons pour Sq un ensemble fini contenant les places archimédiennes et 
les places dyadiques, sufiisamment grand pour que ^ 

étale sur D’autres conditions sur Sq seront précisées ci-dessous. Soient 
V G 12 \ Sq, m g et X G U(fc„) tel que x rencontre transversalement 
en une place w de k(M) totalement décomposée dans Lj^Lj^j. Notons 
respectivement et les modèles de Néron de et (ofi au-dessus de 
X = Spec(^„). Soient £x C et C £" leurs composantes neutres et F' 
et F" les K(w)-groupes finis étales fibres spéciales de ^xtêlx de £!xlS!x ■ 
Supposons un instant que les courbes et Sfi aient réduction multipli¬ 
cative, que le fc„-point non nul du noyau de Sfi ne se spécialise pas 
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sur la composante neutre de la fibre spéciale de et que les K(t;)-groupes 
et F” soient constants. Le morphisme F^ —1 F” induit par s’insère alors 
dans une suite exacte 

0 - ^Z/2 - ^F' - ^F" - ^0 (2.22) 

(cf. proposition A.8). Le lemme A.2 suffirait à en déduire la surjectivité de 
l’application —>■ induite par mais nous allons de toute 

manière l’établir en même temps que la surjectivité de —>■ S'^(k^). On 

a un diagramme commutatif canonique 

0 0 

,0 

Ix i-'x -^ 0 

0 - ^Z/2 -> > l'x - ^0 (2.23) 


0-^ i*Z/2 -^ iX' -^ OE"-^ 0 

0 0 0 

de faisceaux étales sur Spec(^„), où i désigne l’inclusion du point fermé 
de Spec(^„). Ses lignes et ses colonnes sont exactes (cf. lemme A.l pour 
la surjectivité de ; la surjectivité de résulte de l’exactitude du reste 
du diagramme). Compte tenu de la propriété universelle des modèles de 
Néron, l’exactitude de la seconde ligne entraîne la surjectivité de l’application 
<^xikv") K'iK") induite par 

Passant aux sections globales dans (2.23), on obtient le diagramme com¬ 
mutatif 

C(fcJ-^ C'(fc„)-^ Hi(^„, Z/2) 

F'(k(u))-^F"(k(î;))- >U^{k{v),ï/2), 

dont les lignes sont exactes. La flèche verticale de droite est injective (lemme 
de Hensel). D’autre part, les /î(v)-groupes F' et F" étant constants, la 
flèche horizontale inférieure de gauche est surjective (cf. suite exacte (2.22)). 
Il s’ensuit que l’application ^/(fc^) —>■ induite par (/?(, est surjective. 

Il reste donc seulement à établir les propriétés de et admises ci- 
dessus, lorsque Sq est assez grand. Considérons seulement la courbe ; les 
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raisonnements qui suivent s’appliqueront aussi bien à S" si l’on échange tous 
les ' et les ", à quelques détails évidents près. La courbe elliptique E^/K 
possède une équation de Weierstrass minimale de la forme 

Y2 = (X-c)(X2-d) (2.24) 

avec c, d G k\t] telle que le point P' ait pour coordonnées (X, Y) = (c, 0). Son 
discriminant est A' = 16d{c^ — d)^. Quitte à choisir l’ensemble Sq suffisamment 
grand au début de la preuve de cette proposition, on peut supposer que les 
coefficients de c et de d sont des Sp-entiers et que les coefficients dominants 
de d et de — d sont des unités aux places de fi \ Sq . 

Grâce à la minimalité de l’équation de Weierstrass, l’ouvert de lissité 
sur du sous-schéma fermé de Xj, défini par (2.24) s’identifie à 
(cf. [64, Ch. IV, §9, Cor. 9.1]). Il suffit donc de lire l’équation (2.24) 

k 

modulo M pour déterminer si P' se spécialise sur la composante neutre 
de ou non, et pour déterminer le type de réduction (bonne, multiplicative 
déployée, multiplicative non déployée ou additive) de en M. Compte tenu 
des hypothèses sur E(^ et sur M, du lemme A.7, de la proposition A.8 et 
du corollaire A.9, on voit ainsi que les polynômes d et — d sont premiers 
entre eux, que (c^ — d)(M) = 0, que P' ne se spécialise pas sur et que 
soit M est racine simple de — d, soit l’extension L[^L[(j/k(M) est isomorphe 
à k(M)(v/2c(M)). 

La courbe elliptique a pour équation de Weierstrass 

Y^ = (X-c(a;))(X2-(i(a:)). (2.25) 

D’après les hypothèses faites sur Sq, les coefficients de l’équation (2.25) sont 
des entiers u-adiques. (En effet, d’une part les coefficients de c et de d sont 
des entiers u-adiques, d’autre part x lui-même en est un.) De plus, on a 
u((c^ — d){x)) > 0 et v{d{x)) = 0, ce qui entraîne que l’équation de Weier¬ 
strass (2.25) est minimale et que la courbe elliptique est à réduction 

multiplicative, de type I„ avec n = 2v{{c^ — d){x)). Par le même raisonnement 
que ci-dessus, la minimalité de (2.25) permet de voir que le fc„-point non nul du 
noyau de ne se spécialise pas sur En particulier, si u((c^ — d){x)) = 1, 
les courbes elliptiques et S" sont respectivement à réduction de type I 2 
et I]^ (cf. proposition A.8) ; pour montrer que les K(u)-groupes F' et F" sont 
constants, il suffit donc de vérifier que soit v{{c^ — d){x)) = 1, soit est 
à réduction multiplicative déployée (cf. corollaire A.9). La place w étant 
par hypothèse totalement décomposée dans L5^L[(j, il résulte du calcul de 
cette extension que soit M est racine simple de — d, soit l’image de 2c(M) 
dans K(M)y, est un carré. Dans le premier cas, on a v((c^ — d)(x)) = 1 puisque x 
rencontre M transversalement. Dans le second, comme 2c(M) est une 

unité ic-adique et que son image dans k{w) est égale à celle de 2c(x) dans k(v), 
la courbe elliptique est à réduction multiplicative déployée. □ 
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2.3.4 Réciprocités et existence de points locaux 

Pour M G notons G k(M) l’image de t par le morphisme 

k[t] —>• k(M) déduit de l’inclusion de M dans = Spec(fc[t]). Si E est une 
extension quadratique ou triviale de k(M), on pose 

Ae/k(m) = Cores^(M)(t)/fc(i)(E/K(M), t — 0 m) G 2Br(U), 

où (•, •) désigne le symbole de Hilbert sur le corps «:(M)(t). 

Proposition 2.11 — Soient un couple préadmissihle une place 

V G fl\S, un point M G ^ et une extension quadratique ou triviale E//î(M) 
non ramifiée en toute place de /î(M) divisant v. Alors on a inv^ i^) = 0 

si et seulement si l’une des deux conditions suivantes est vérifiée : 

1. La place v appartient à U {vm} et l’unique place de U {wm} 
divisant v est totalement décomposée dans E. 

2. La place v n’appartient pas à U {wmI- 
Démonstration — Considérons l’égalité 

inv„ AE/^(M)(a;) = ^ inv^(E/K(M), a; - 0 m)> ( 2 - 26 ) 

w\v 

où la somme porte sur les places w de s;(M) divisant v. Si w est une telle place, 
l’image dans H^(/î(M)y,, Z/2) = /î(M)*/«;(M)*^ de la classe de l’extension 
quadratique ou triviale E/k(M) est la classe d’une unité w-adique, puisque w 
est par hypothèse non ramifiée dans E. Comme v n’est pas une place dyadique, 
on en déduit d’une part que l’invariant inv^(E//î(M),a; — 0^) ®st nul si 
X — 0M G s;(M) est une unité ic-adique, d’autre part que si l’image de x — 0^ 
dans k(M)^ est une uniformisante, cet invariant est nul si et seulement si w est 
totalement décomposée dans E (cf. [23, Prop. 1.1.3]). En particulier, compte 
tenu de (2.26) et de l’hypothèse de préadmissibilité, on a inv^ = 0 

six ^ TmU{xm} et inv„ AE/^(M)(a;) = inv„(E/K(M), x-0m) si x G TmU{vm} 
et que w est l’unique place de U {wmI divisant v, auquel cas l’image de 
X — 0M dans /«(M)^, est une uniformisante. La proposition s’ensuit. □ 

Proposition 2.12 — Pour tout M G tout couple préadmissible {Sé,x) 
et toute extension quadratique ou triviale E/s;(M) non ramifiée en toute place 
de /î(M) dont la trace sur k n’appartient pas à T, les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

1. La place ixm de k(M) associée à x) est totalement décomposée dans E. 

On a inv„ AE/,,(M)(a;) = 0 . 

weT 
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Démonstration — La proposition 2.11 montre que inv„ (ce) = 0 pour 

toute place v € D n’appartenant pas à T U On a donc 

Ae//î(M)(2^) — ^E/k(M)(2^)j 

rieT 

en vertu de la loi de réciprocité globale. Une nouvelle application de la 
proposition 2.11 permet maintenant de conclure. □ 

Proposition 2.13 — Il existe un ensemble fini Sg C fl contenant les places 
archimédiennes tel que pour tout v € fl \ Sg, les assertions suivantes soient 
vérifiées. Soient m € 6^,(Al, (S"') et M G .Æ". Notons d G H^(«;(M), 
l’image de m par la flèche composée 

e^,(Al^') -G R\Al^') -G h1(ac(M),F(^) (2.27) 

et Kj^ ,^/k(M) une extension quadratique ou triviale satisfaisant aux condi¬ 
tions du lemme 2.6. Si l’image de m dans H^(Uj,^,Z/2) appartient au sous- 
groupe Z/2), alors : 

1. Toute place de /t(M) divisant v est non ramifiée dans Kj^ 

2. Pour tout x G A^(^^) rencontrant transversalement M en une 

place w de «;(M) totalement décomposée dans l’image de m par la 

flèche composée 

6^,(A/,O ^ h1(ALO ^ (2.28) 

est nulle si et seulement si w est totalement décomposée dans Kj^ 

Le même énoncé reste vrai si l’on échange tous les ' et les ". 

Démonstration — Comme Pic(A^ \ .Jé') = 0, les groupes ©^/(A/,»#") 
et G„(A/ \ .Æ')/2 sont canoniquement isomorphes (cf. proposition 2.1). 
On utilisera librement cette identification ci-dessous. Choisissons un point 
a G U(A:) et notons r: G^(Al\.y£'')/2 —>• G^{k)/2 l’application d’évaluation 
en a. Comme r est une rétraction de la suite exacte 

0- >G^(k)/2 -^G„,(A1\.^')/2-^ n Z/2, 

Me..#' 

son noyau est fini. Pour M G soit C H^(k(M), F(^) l’image de Ker(r) 
par la flèche (2.27). Les groupes Gjyj et l’ensemble étant finis, il existe 
un ensemble fini Sg C fl contenant les places archimédiennes, tel que pour 
tout U G fl \ Sg, tout M G et toute place w de /î(M) divisant v, le noyau 
de la flèche de restriction H^(k(M), F(^.j contienne Gj^ 

(cf. [62, §6.1, Proposition 21]). Quitte à agrandir Sg, on peut supposer de plus 
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que O n est inclus dans , que Sq contient les places dyadiques de k 
et les places finies qui sont ramifiées dans l’une des extensions ou pour 
M G que le ^g^-schéma P^g^ Um6..#u{oo} ^ étale et que Sq contient 
l’ensemble du même nom donné par la proposition 2.10. 

Soient v, m, M et d comme dans l’énoncé. L’existence du carré commutatif 

Hi(^„,Z/2)<-Hi('^^„,Z/2) 

Hi(fc"bZ/2)^-Hi(Ufe„,Z/2), 

dont la flèche verticale de gauche est nulle et dont les flèches horizontales 
sont les applications d’évaluation en a, entraîne que r{m) G Ker(Gjjj(fc)/2 —>■ 
Gjn(fc“)/2). Par conséquent, l’image de m dans H^((A^ \ ^') 0^, fc”, Z/2) 
appartient à l’image de Ker(r). Comme M G , la proposition A.8 montre 
que le diagramme commutatif 

Z/2 ^ 


ï” îm* (2Fm) ^ 

de faisceaux étales sur P/ commute. On en déduit la commutativité du 
diagramme 


^ Hi((Ai \ ^') Z/2) 

Hi(Ai,^') Hi(«;(M)®fcÂ:”,Z/2) 

où la flèche inférieure de la colonne de droite est induite par l’inclusion 
Z/2 = C Comme l’image de m par la flèche horizontale supérieure 
appartient à l’image de Ker(r), ce diagramme montre que pour toute place w 
de k(M) divisant v, l’image de d dans H^(k(M)”, F{^^) appartient à l’image 
de G]y[, et est donc nulle. L’extension L{^/k(M) étant non ramifiée en w, 
elle se plonge dans k(M)“. L’extension K]y[_^/K(M) se plonge donc elle aussi 
dans k(M)“, par définition de K]y[ ^ ; autrement dit, elle est non ramifiée en w. 
La propriété 1 est établie. 
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Soit X € rencontrant transversalement M 0^ en une place w 

de k(M) totalement décomposée dans Comme M G on a une 

suite exacte 

0- >Z/2 -- ^F" - >0 (2.29) 

de «:(M)-groupes (cf. proposition A.8). Les groupes F(^ et F(([ deviennent 
constants après extension des scalaires de k(M) à puisque w est tota¬ 
lement décomposée dans La flèche H^(/î(M)j„, Z/2) —>• (/î(M)^, F(^^) 

issue de la suite exacte (2.29) est donc injective. Par ailleurs, la conclusion de 
la proposition 2.10 montre que la flèche H^(fc„, Z/2) —>• H^(fc^, <§/) induite par 
la suite exacte 


0-^ Z/2-> > 0 

est injective. Ces deux injections s’inscrivent dans le diagramme commutatif 
GJkJ/2 =->Hi(fc„,<r/) 

6 ^,(Al, n - Gn.(A/ \ ^0/2-1 Hi(Ai \ 

GMM)J/2‘ -^H1(ac(M)„,F(^), 

où les flèches verticales supérieures (resp. inférieures) sont les flèches d’éva¬ 
luation en X (resp. en M). Etant donné que la place w est totalement 
décomposée dans L(^, il résulte de la déhnition de Kjyj ^ que l’image de m 
dans H1 (k(M)„,F(^) est nulle si et seulement si w est totalement décomposée 
dans Ki^ Compte tenu du diagramme ci-dessus, il suffit donc, pour conclure, 
de prouver que l’image de m dans G^(kj ,)/2 par l’évaluation en x est nulle 
si et seulement si l’image de m dans Gj„(K(M)y,)/2 par l’évaluation en M est 
nulle. Comme l’image de m dans H^(Uj,^, Z/2) appartient à Z/2), la 

classe de m dans G^(Al \^')/2 est représentée par une fonction rationnelle / 
sur A^^ inversible sur le complémentaire de l’adhérence de 01 ,. ky Notant 
encore M le point fermé de A^^ associé au point M G et à la place w, 
les éléments /(M) de /î(M)^ et f{x) de k^ sont respectivement des unités 
rc-adiques et w-adiques. Ils ont même réduction module v et sont donc 
simultanément des carrés (lemme de Hensel). La propriété 2 est ainsi établie. 

L’énoncé obtenu en échangeant les ' et les " se prouve en appliquant la 
même opération à la démonstration qui précède. □ 

2.3.5 Finitude de ©{-, et 

Uq JJq 

L’énoncé suivant servira pour la preuve de l’assertion a) du théorème 2.2. 



2.3.6. Fin de la preuve 


97 


Proposition 2.14 — Si ^ 0 et ^ 0, les groupes et ©q^ sont 
finis. 

Démonstration — Par symétrie, il suffit de considérer le groupe ©d^. Soit 
M G . La flèche horizontale inférieure du carré commutatif canonique 

Hi(Ai \ ^,ê') -i \ ^0 

H' (L}^, 

est injective puisque le L{^-groupe ®k(m) constant. La flèche 

verticale de gauche s’identifie à l’évaluation H^(A^\./#', Z/2) — >• H^(L{^, Z/2). 
Il suffit de démontrer que le noyau de cette flèche d’évaluation est fini, compte 
tenu de la proposition 2.1. Le sous-groupe H^(A:,Z/2) C H^(A^ \ Z/2) 

étant d’indice fini, il reste seulement à vériher que le noyau de la flèche de 
restriction H^(fc, Z/2) — >• H^(L}^, Z/2) est fini, ce qui est élémentaire. □ 


2.3.6 Fin de la preuve 

Proposition 2.15 — Il existe un ensemble Sq C fl tel que pour tout S C fl 
fini contenant Sq et tout couple admissible (é^,x) vérifiant ^ 0 pour 

tout V € S \ on ait 0, en notant l’ensemble des places de 

S \ Sq en lesquelles x n’est pas entier. 


Démonstration — Même démonstration que pour la proposition 1.30, en 
remplaçant Fjyj et LjyjKjyj dans le lemme 1.31 par F{^^ 


et L^L^K^. 


□ 


Nous pouvons maintenant commencer la démonstration du théorème 2.2. 
Soit Sq C fl un ensemble fini contenant les places archimédiennes, les places 
divisant un nombre premier inférieur ou égal au degré de vu comme 
/c-schéma fini réduit, les ensembles Sq donnés par les propositions 2.10, 2.13 
et 2.15 et les places finies de k au-dessus desquelles le morphisme 

M —>• Spec(i^) 

Me.Æu{oQ} 

n’est pas étale, assez grand pour que les extensions L{^/fc, L{^/fc et Kjyj/A: 
soient non ramifiées hors de Sq pour tout M G pour que la condition (2.18) 
soit satisfaite avec S = Sq, pour que les courbes elliptiques et E/ sur K 

s’étendent en des schémas abéliens au-dessus de ^So’ 

et pour que les sous-groupes de H^(U, Z/2) images réciproques de {0, 
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et de {0, [^"]} par les flèches (2.10) et (2.11), finis d’après le théorème de 
Mordell-Weil généralisé, soient inclus dans , Z/2). Soit Bq C Br(U) 

le sous-groupe fini engendré par les classes Ak„/«(m), Al;^/«(m) et Al»/«(m) 
pour M G (cf. paragraphe 2.3.4). Soient S^ C O fini contenant Sq et 
(^u)t>eSi € riîjeSi U(A:„) satisfaisant aux hypothèses du théorème 2.2. On va 
prouver l’existence de a; G U(^) arbitrairement proche de pour u G Sj^ flfly 
et arbitrairement grand aux places archimédiennes de k, tel que x G âi-Q si 
^ 0 et yè 0^ ou tel que x G -^Do.Si et que x soit entier hors de S^. 

Commençons par définir un ensemble fini C 12 disjoint de Sj^. Nous 
allons prouver simultanément les deux conclusions du théorème, mais avec des 
choix différents pour l’ensemble . Pour prouver l’assertion b) du théorème, 
on pose = 0. Pour prouver l’assertion a), on pose = {rioo}, où est 
choisie comme suit. Lorsque ^ 0 et ^ 0, les trois sous-groupes 
, Z/2), et de K*/K*^ sont finis (le premier d’après le 
théorème des unités de Dirichlet et la finitude du groupe de classes d’un 
corps de nombres, les deux autres d’après la proposition 2.14). L’intersection 
du sous-groupe de K*/K*^ qu’ils engendrent avec fc*/fc*^ est donc elle aussi 
finie, et par conséquent incluse dans j pour un ensemble S' C 12 fini 
assez grand. Le théorème de Cebotarev fournit une infinité de places î; G 12 
telles que pour tout M G , toute place de k(M) divisant v soit totalement 
décomposée dans L(^L((jK]yj. On choisit pour une telle place hors de US' 
et l’on note x,, G k,, l’inverse d’une uniformisante. 

^OO ^OD 

Posons S = U Tq^. On a, par définition de Sq : 

Lemme 2.16 — Pour tout couple préadmissible {é7,x), les courbes ellip¬ 
tiques et ont bonne réduction hors de T (ce) \ 

Pour chaque place finie v G S, fixons un voisinage v-adique arbitrairement 
petit de x^ G P^(fc^), suffisamment petit pour que tout élément de 
soit l’inverse d’une uniformisante si u G pour que inv^ A(x) = inv^ A(x^) 
pour tout X G et tout A G Bq, et pour que X^(fc„) ^ 0 pour tout 
X G si V G Sj. Il est possible de satisfaire cette dernière condition grâce 
au théorème des fonctions implicites et à l’hypothèse que ^ 0 pour 

V G S]^ n I2j. Fixons de même un voisinage u-adique arbitrairement petit 
de oo G P^(fcj,) pour chaque place complexe u G 12, et un ouvert connexe 
non majoré arbitrairement petit C U(fc„) pour chaque place réelle u G 12, 
suffisamment petit pour que Y^Jyk^ ^ 0 pour tout x G et pour que les 
sous-groupes <f/(fc^)/Im((/?") et ^"(fc^)/Im(ç3^) de H^(fc^,Z/2) ne dépendent 
pas de X G (cf. preuve du lemme 1.24). 

Lemme 2.17 — Soit x G U(fc) appartenant à pour tout u G S. Alors 
— 0 pour tout A G Bq. 

Démonstration — Même démonstration que pour le lemme 1.33. □ 
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Si {^,x) est un couple préadmissible, on notera 

l’isomorphisme inverse de l’évaluation en x (cf. proposition 2.7). 

Proposition 2.18 — Soit {3'^x') un couple admissible. Alors le groupe 
de (fi'^-Selmer de et le groupe de Lp"-Selmer de ê" sont inclus dans 
Z/2), et l’on a 

V>(Sel^,(fc,<))c6^,(A/,<r') 

et 

V>(Sel^.(fc,<'))c6^4ALO- 


Démonstration — La première assertion est une conséquence du lemme 2.16. 
La proposition 2.10 montre que tout élément du groupe de (/?^-Selmer de 
est de valuation nulle en pour tout M G .Jé". Comme ip est à valeurs dans 
Z/2), le lemme 2.9 et la proposition 2.1 permettent d’en déduire 
que 'tp{Se\^,^{k,£’^)) C On prouve l’autre inclusion de la même 

manière. □ 

Notons Af l’ensemble des couples (m', m") G tels qu’il existe un couple 

admissible {3, x) avec x G pour tout v G S, tel que : 

dimp^ Sel,^^ (k, <) = m', (2.30) 

dimp^ Sel<^„ (k, <') = m", (2.31) 

V^(Sel^,(fc,<))c6^,,s(ALO, (2.32) 

^(Sel^„(fc,C)) C 6^.,s(A/,<r"). (2.33) 

Munissons de l’ordre partiel < (n',n") m' < n' et m" < n". 

Proposition 2.19 — Admettons l’hypothèse de Schinzel. Soit SA = 
une famille préadmissible. Supposons donné, pour toutM G et toutv G Tj^, 
un Xy G A^(i^„) rencontrant transversalement M en l’unique place de 
qui divise v. Alors il existe x G U(fc) arbitrairement proche de a;„ pour v G 

T n flj et arbitrairement grand aux places archimédiennes de k, tel que le 

couple (3,x) soit préadmissible. 

Démonstration — Même démonstration que pour la proposition 1.34, à ceci 
près que l’on utilise l’hypothèse (2.18) au lieu de la nullité de Pic(i^ 3 ). □ 
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L’ensemble J5f n’est pas vide. En effet, la proposition 2.19, appliquée à 
la famille définie par = 0 pour tout M G ./#, assure l’existence 
d’un X G U(Â:) appartenant à pour tout u G S, tel que le couple (^, æ) 
soit préadmissible. Le lemme 2.17 et la proposition 2.12, appliquée aux trois 
extensions K]y[/K(M), Lj^/ft:(M) et L{^/k(M), montrent que ce couple est 
même admissible. Par ailleurs, les inclusions (2.32) et (2.33) sont automatiques 
lorsque les ensembles T^j sont vides (proposition 2.18). 

Il existe donc un élément (m', m") G -Sf minimal. Soient S' = 

X G V{k) avec x G pour tout u G S, tels que le couple x) soit admissible 
et que les propriétés (2.30) à (2.33) soient vérifiées. On a X^{k^) ^ 0 pour tout 
V G S par construction des voisinages La conclusion de la proposition 2.15 
permet d’en déduire que x G 

Proposition 2.20 — On a x G ^Do.S- De plus, si 7 ^ 0; on a x G 

La démonstration de la proposition 2.20 va nous occuper jusqu’à la fin de 
ce paragraphe. 

Démonstration — L’injectivité des restrictions des flèches (2.8) et (2.9) aux 
images réciproques de {0, [é^]} et de {0, par les flèches (2.10) et (2.11) 

est une conséquence immédiate de la proposition 2.7 et de la définition de Sq. 

Soit a G Sel^/ {k,£’^). Supposons que ipict) ^ ®Do s- l’hypothèse (2.32), 
on a alors ^ ©Dq- 

Lemme 2.21 — Pour tout e G ,^/H^(A^,^') \‘Îdo’ existe M G et une 
infinité de places v G Sq telles qu’il existe une place w de k(M) totalement 
décomposée dans divisant v, non ramifiée et de degré résiduel 1 

sur V, telle que pour tout x^ G rencontrant transversalement M en w, 

l’image de e par la flèche H^(A^,^') —>■ d’évaluation en a;„ soit 

non nulle. 

Démonstration — Soit e G ^/H^(A^,^') \ “Xog. Fixons un antécédent m G 
, (a') de e par la flèche de droite de la suite exacte (2.3). Par définition 
de il existe M G tel que ^^(e) n’appartienne pas à {0, (5{^^([.^])}. 
Soient d l’image de e dans 2 H^(k(M), F(^^) et Kjyj ,,;/«;(M) une extension 
quadratique vérifiant les conditions du lemme 2.6. Étant donné que l’extension 
LmKm/Lm quadratique ou triviale et que le groupe F(^^(L5^K]yj) = F(^^(L{^) 
est cyclique, la suite exacte d’inflation-restriction montre que le noyau de la 
flèche de restriction H^(L5^,F(^^) —>• H^(L}^Km,F(^^) est d’ordre au plus 2. 
Notons N ce noyau. Si N ^ 0, alors LJ^K^ ÿé LJ^, de sorte que la définition 
de Kjyj entraîne que 5'y^{[é%']) G N\{0} ; le groupe N est donc dans tous les cas 
engendré par Par conséquent, l’image de e dans H^(L5^K]yj, F(^^) n’est 

pas nulle. L’extension quadratique Kjyj ^/k(M) ne se plonge donc pas dans 
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L{^K]yj//î(M). On en déduit, à l’aide du théorème de Cebotarev, l’existence 
d’une infinité de places finies de non ramifiées et de degré résiduel 1 

sur k, inertes dans (cf. [35, Proposition 2.2]). Soient w la trace 

sur k(M) d’une telle place et î; G la trace sur k de w. On peut supposer 
que V n’appartient pas à l’ensemble Sq de la proposition 2.13 et que l’image 
de m dans H^(Uj,^,Z/2) appartient à Z/2), quitte à choisir v hors 

d’un certain ensemble fini. 

La place w est totalement décomposée dans inerte dans Kj^ non 

ramifiée et de degré résiduel 1 sur v. Elle est de plus totalement décomposée 
dans car L[[j/k(M) se plonge dans L[^/k(M), comme le montre la suite 
exacte 

0-^ Fm-^ F'm -^ Z/2-^ 0 

(cf. proposition A. 8 ). La seconde partie de la proposition 2.13 permet donc 
de conclure. □ 

Remarque — Il n’était pas nécessaire de faire appel à la proposition 2.13 
pour prouver le lemme 2.21 ; on aurait tout aussi bien pu reprendre la même 
démonstration que pour le lemme 1.36. 

La proposition 2.18 et le lemme 2.21 montrent qu’il existe un point 
Mq g une place Vq G fl \ T et une place Wq de k(Mq) totalement 
décomposée dans divisant Vq, non ramifiée et de degré résiduel 1 

sur Vq, tels que la condition suivante soit satisfaite : 

(2.34) pour tout G A^(^„p) rencontrant transversalement Mg en Wq, 
l’image de dans est non nulle. 

Pour tout M G et tout 7 appartenant à 6 ^/rp(-A-/, <#") (resp. à 
, < 0 ’")), fixons une extension quadratique ou triviale Kj^ ,y/K(M) vé¬ 
rifiant les conditions du lemme 2.6 associées à l’image de 7 dans H^(k(M), F(^^) 
(resp. dans H^(k(M), F((;)). 

Soit famille définie par pour M ^ Mg 

et T[(]/ = U {wq}. C’est une famille admissible. Fixons G 

rencontrant transversalement Mg en Wq. Un tel x^^ existe car la place Wq est 
non ramifiée et de degré résiduel 1 sur Vg. D’après la proposition 2.19, il existe 
G U(fc) arbitrairement proche de x pour v G et arbitrairement grand 

aux places archimédiennes, tel que le couple {S^'^,x'^) soit préadmissible. 

Lemme 2.22 — Pour tout v G fl, les sous-groupes #/^(fc^)/Im( 7 )"^) et 
#//(fc^)/Im((/?(,^) de H^(fc„,Z/2) sont des fonctions localement constantes de 

xj€ ÇPl\^)lk,). 

Démonstration — Démonstration similaire à celle du lemme 1.24. □ 
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Notons v;, w;, V", W", t; et T" (resp. v;+, w;+, v"+, w"+, t;+ 
et T"+) les espaces définis au paragraphe 2.3.3 relativement au point x 
(resp. au point a;+). Grâce au lemme 2.22 et à la définition des voisinages 
on peut supposer les conditions suivantes satisfaites, quitte à choisir x'^ assez 
proche de x aux places de T fi 12 j et assez grand aux places archimédiennes : 

(2.35) X € pour tout v € S; 

(2.36) pour tout v G T et tout 7 G H^(U, Z/2), l’image de 7 ( 0 ;) dans V/ 
(resp. V'') appartient à W), (resp. W/) si et seulement si l’image de 
7 (x+) dans V(,+ (resp. V''+) appartient à W(+ (resp. W/''") ; 

(2.37) pour tout 7 G 6 ,^/^(A/, <^') (resp. tout 7 G S”')), tout 

et tout V G T, on a inv^ AK„_^/«(M)(a;) = inv„ AK^_^/^(M)(a;+). 

(Pour la condition (2.36), on utilise la définition des voisinages pour v 
réelle et le fait que H^(U, Z/2) = Gjjj(U)/2 est engendré par un sous-groupe 
fini et par G^{k)/2.) 

Notons T+, T+(a;+), et v/) pour M G les données associées, dans 
le paragraphe 2.3.1, au couple (é5^+,a:+) et 

: Hi (^T+ (.+), Z/2) ('^^^^ , Z/2) 

l’isomorphisme inverse de l’évaluation en On a T+ = T U {vq}. 

Comme la place Wq de aî(Mq) est totalement décomposée dans 
l’admissibilité de la famille 3^ entraîne celle de L’admissibilité de la 
famille la proposition 2.11 (appliquée au couple {£^^,x~^), aux places 
de T+ \ S et aux extensions E G {LJ^,L((j,Kj^}), le lemme 2.17 (appliqué 
au point x+) et la proposition 2.12 (appliquée au couple {^'^,x^) et aux 
extensions E G {LJ^,L((j,K^}) montrent alors que le couple (é5^+,a;+) est 
admissible. Nous allons maintenant établir les inclusions (2.32) et (2.33) 
relatives à et les inégalités 

dimF 2 (Sel,^^^(A:,^/+)) < dimF,j(Sel,^^(A:,0) (2.38) 

et 

dimF^(Sel^,,^(fc,<'+)) ^ dimF,(Sel^„(fc,<')) ; (2-39) 

on aura alors abouti à une contradiction, compte tenu de la minimalité du 
couple 

Lemme 2.23 — Le diagramme 


Hi('^^^^,Z/2)- 

-^Hi(K,Z/2) 

= kvk*2 

-> ZI2 

H1(^t+(.+ ),Z/2) — 

-^Hi(A:,Z/2) : 

’’0+’’Mn 


= k*lk*^ 

^Z/2, 
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dans lequel la flèche verticale de gauche est l'évaluation en x'^ et la flèche de 
droite de la première ligne est induite par la valuation k(P^)* —1 Z associée 
à la place Vq, est commutatif. 

Démonstration — Il suffit d’appliquer le lemme 2.9 deux fois, d’abord avec 
V = Vq , puis avec v = , en remarquant que la flèche composée 

, Z/2)-^ (K, Z/2) = KVK *2 > z/2 

est nulle. □ 

Lemme 2.24 — L’image du groupe Sel^/^ (fc, <!’/+) par 7 /+ est incluse dans 
Hi('^^^,Z/2). 

Démonstration — Vu le lemme 2.23 et la proposition 2.8, il suffit de prouver 
que tout élément de Sel^/^ (fc, ^/+) est de valuation nulle en Vg et en 
Ceci résulte de la conclusion de la proposition 2.10. □ 

Lemme 2.25 — L’image de ^+( 80 !^/ ^ (fc, <^/+)) par la flèche XI2) ^ 

H 1 (^t(.),Z/ 2 ) d 'évaluation en x est incluse dans Sel^/ {k^S’f). 

Démonstration — Soit f € Sel^/^ (fc, <o/+). Comme 'f~^(/3) G Z/2), 

l’hypothèse (2.36) assure que l’image de r/>+(/3)(a;) dans V/ appartient à W/ 
pour tout V G T. Pour v G Ll \ T(a;), on a W/ = T/ puisque a bonne 
réduction en v (lemme 2.16), or r/>+(/3)(x) G Z/2), donc l’image 

de ■i/+(/3)(a;) dans V/ appartient à W/. La conclusion de la proposition 2.10 
montre par ailleurs que pour tout M G .Æ', l’image de 'ip^{f){x) dans 
appartient à 

Restent à considérer les places Vjyj pour M G Fixons M G La 
proposition 2.18 et le lemme 2.24 montrent que G 6 ^/_t(A/,^'), de 

sorte qu’une extension quadratique ou triviale Kjy[ ^+(^^/k(M) vérifiant les 
conditions du lemme 2.6 a été choisie précédemment. La proposition 2.13, 
appliquée à la place v/), au point x’*' et à la classe m = montre que la 

place w/) de k(M) est totalement décomposée dans hypothèses 

de cette proposition sont satisfaites parce que G H^('^^^,Z/2) et 

que le couple (.iZ+,a;+) est admissible. L’extension K^j ,^+(^)//î(M) est non 
ramifiée en toute place de «;(M) dont la trace sur k n’appartient pas à T, 
d’après la première partie de la proposition 2.13. On en déduit, grâce à la 
proposition 2.12, l’égalité 

E = 0. (2.40) 

v6T+ 
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Si M = Mq, la proposition 2.13, appliquée à Ug et x'^, montre que la place Wq 
de k(M) est totalement décomposée dans Comme aucune place 

de /t(M) divisant Ug n’est ramifiée dans proposition 2.11 permet 

d’en déduire dans tous les cas que 

inv^o = 0. (2.41) 

Des équations (2.40) et (2.41) et de l’hypothèse (2.37), on tire l’égalité 

E Ak^_^^^^^/,(m)(x) = 0. (2.42) 

rieT 

Compte tenu de la proposition 2.12, cela entraîne que la place tüjyf de k(M) 
est totalement décomposée dans Enfin, la proposition 2.13 permet 

d’en déduire que l’image de ^+(/3)(x) dans appartient à □ 

Au vu de la proposition 2.7 et des lemmes 2.24 et 2.25, on a exhibé 
une injection du groupe Sel^/^ (/c, ^,(+) dans Sel^/ {k,ê'^). Il résulte de l’hy¬ 
pothèse (2.34) que 'ilj{a){x^) ^ Sel^/^ (fc, <C(+). Par conséquent, l’image de 

cette injection ne contient pas a. En particulier, ce n’est pas une bijection ; 
l’inégalité (2.38) est donc prouvée. 

Intéressons-nous maintenant à l’inégalité (2.39). On commence par établir 
un analogue du lemme 2.24, dont la preuve sera néanmoins considérablement 
plus complexe. 

Lemme 2.26 — L’image du groupe Sel^// (k,S'”+) par est incluse dans 
Hi('^^^,Z/2). 


Démonstration — D’après le lemme 2.23 et la proposition 2.8, il suffit de 
prouver l’égalité Vq{(3) = 'Cmo('^) dans Z/2 pour tout f3 G Se\^ii^{k,<S’”+). 

Fixons donc (3 G Sel^//^ (fc, ^"+) et considérons le cup-produit ip{a){x~^) U /3 G 

2 Br(fc) des classes 'ip{a){x~^), /3 G H^(fc,Z/2). La loi de réciprocité globale 
permet d’écrire que 

^inv„('!/(a)(x+)U/3) = 0. (2.43) 

Montrons dans un premier temps que inv^(7/(Q;)(a;“'') U /3) = 0 pour tout 
w G D \ {r'g,r'Mo}- Pour tout v G Ll, cet invariant est égal à la valeur de 
l’accouplement V(,+ x V/+ —>■ Z/2 (cf. paragraphe 2.3.2) sur l’image du couple 
(■i/'(a)(a;+),/3). L’image de (3 dans V"+ appartient à W/+ par hypothèse. 
Comme les sous-groupes W(+ C V(,+ et W/+ C V"+ sont orthogonaux pour 
cet accouplement, il suffit de prouver que l’image de 'il^{a){x'^) dans V/+ 
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appartient à pour tout v G fl \ {uo,fMo}- Pour î; G T, c’est une 

conséquence de l’hypothèse (2.36). Pour ri G n \ T+(a;''‘), cela provient de ce 
que W(+ = T'+ (lemme 2.16). Pour v G ; M G la proposition 2.10 

montre que W(+ = V'+. Seules restent les places pour M G \ {Mg}. 
Soit M G \ {Mq}. D’après les propositions 2.18 et 2.13, la place 
de k(M) est totalement décomposée dans Kjyj On en déduit, à l’aide de 
la proposition 2.12, applicable grâce à la première partie de la proposition 2.13, 
l’égalité 

= 0 . 

rieT 

Compte tenu de l’hypothèse (2.37), de la proposition 2.11 appliquée à la place 
V = Vg et de ce que M ^ Mg, il en résulte que 

I] inv„AK^_^^_^^/,(M)(x+) =0. 

v6T+ 

Une nouvelle application de la proposition 2.12 montre enün que la place 
de /î(M) est totalement décomposée dans Kjy[ ce qui implique, d’après la 
proposition 2.13, que l’image de ■i/'(a)(x+) dans V'+ appartient bien à W' +. 

■"m ""m 

Ainsi a-t-on prouvé que l’équation (2.43) se réduit à 

inv^o(V’(a)(a;+) U/3) = inv + (V'(a)(x+) U/3). (2.44) 

Mq 

Supposons momentanément que l’image de 'ip{a){x^) dans V^+ soit nulle. 

"Mq 

La place de s:(Mg) est alors totalement décomposée dans 
(proposition 2.13). Il s’ensuit (proposition 2.12) que 

= 0- (2.45) 

v6T+ 

On a par ailleurs, à nouveau grâce aux propositions 2.13 et 2.12 : 

= 0. (2.46) 

vGT 

De l’hypothèse (2.37) et des deux équations (2.45) et (2.46) résulte l’égalité 

Les propositions 2.11 et 2.13 permettent d’en déduire que la place Wq est 
totalement décomposée dans ^Mo,ip(a) P'iis que l’image de 'ip{a){x'^) dans 
(/c^^, ) est nulle, contredisant ainsi l’hypothèse (2.34). Nous avons donc 

prouvé, par l’absurde, que l’image de 'ip{a){x^) dans V^+ n’est pas nulle. 
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Compte tenu de l’hypothèse (2.34), l’image de tp{a){x~^) dans V'+ n’est donc 
nulle pour aucun v G {uq,Uj()^}. Montrons maintenant qu’elle appartient 
à T''*' pour tout V G Le lemme 2.9, appliqué deux fois, entraîne 

que v^J'>/j(a)(x+)) = WMo(V’(a)(a;)) = or Umo(«) = 0 d’après la 

proposition 2.10. Ceci prouve le résultat voulu pour v = La nullité de 
VQ(i/^(a)(x^)) se déduit de celle de v^^(i/^(a)(x^)) grâce au lemme 2.23. 

En vertu de la formule du symbole modéré (cf. [60, Ch. XIV, Propo¬ 
sition 8]), on déduit de l’appartenance de l’image de i/^(a)(x~'~) dans V'+ 
à T'+ \ {1} l’équivalence 

inv^('i/l(a)(x+) U /3) = 0 v(/3) = 0 

pour V G {^ 0 ; Vu l’équation (2.44), ceci achève la démonstration du 

lemme. □ 

Lemme 2.27 — L’image de t/’+(Sel^//^ (fc, <C(+)) par la flèche Z/2) — >• 

H^(^rp(^), Z/2) d’évaluation en x est incluse dans 

Démonstration — On démontre ce lemme à partir du lemme 2.26 exactement 
comme on a démontré le lemme 2.25 à partir du lemme 2.24; il suffit 
d’échanger tous les ' et les " et de remplacer la référence au lemme 2.24 
par une référence au lemme 2.26. □ 

Il existe une injection naturelle Sel^//^ (/c, < 0 /+) ^ Sel^»(A:, d’après les 

lemmes 2.26 et 2.27 et la proposition 2.7. L’inégalité (2.39) est donc établie. 
Les lemmes 2.25 et 2.27 montrent de plus que 

^+(Sel^,^(fc,<+))c^(Sel^,(fc,<)) 

et que 

^+(Sel^,,^(fc,C+)) C ^(Sel^„(fc,0)- 

Grâce aux hypothèses (2.32) et (2.33), on en déduit que 

^+(Sel^,^(fc,<+))c6^,,s(ALO 

et 

^+(Sel^,,^(fc,C+))c6^„,s(A/,0- 

La minimalité du couple {m' ,m") fournit maintenant une contradiction. 

Ainsi avons-nous établi, par l’absurde, que ^^{a) G 6/)^ g pour tout 
a G Sel^^(fc, (Sfl). Échangeant ci-dessus d’une part tous les ' et les " (sauf bien 
sûr dans et dans {m',m")) et remplaçant d’autre part le lemme 2.21 par 
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le lemme suivant, on obtient une preuve de l’assertion duale : ^{a) G ©Do.S 
pour tout a G Sel^//(fc, D’où finalement x S -^Do.S- 

Lemme 2.28 — Pour tout e G ê”') \Tdp, ü existe M G et une 

infinité de places v € fi \ Sq telles qu’il existe une place w de k(M) totalement 
décomposée dans divisant v, non ramifiée et de degré résiduel 1 

sur V, telle que pour tout x^ G A^{Ô’^) rencontrant transversalement M en w, 
l’image de e par la flèche —>■ d’évaluation en x^ soit 

non nulle. 

Démonstration — L’énoncé du lemme 2.28 s’obtient à partir de celui du 
lemme 2.21 en échangeant les ' et les " ; néanmoins, la preuve du lemme 2.28 
ne se déduit pas formellement de celle du lemme 2.21. L’opération naturelle 
que l’on peut appliquer à la fois à l’énoncé et à la preuve du lemme 2.21 
sans les invalider est celle consistant à échanger les ' et les " et à remplacer 
respectivement et par et où désigne le 

corps Kj^ ^ donné par le lemme 2.6 en prenant pour d l’image de dans 

HiWM),F"). Ceci prouve que le lemme 2.28 devient vrai si l’on remplace Kjy[ 
par dans son énoncé. Pour conclure, il suffit donc d’établir l’existence d’un 
plongement K(M)-linéaire Kjyj L{^L^K{^ pour tout M G .Jé'. 

Soit M G .Jé'. La suite 

0-> ^ F" -^ ZI2 -^ 0 (2.47) 

est exacte (cf. proposition A.8). Il en résulte d’une part que l’extension 
h'y^/niM) se plonge dans L((j//î(M) et d’autre part que la flèche 

Hi(L"K" ,F(^) ^Hi(L"K",F") 

induite par ip'^^ est injective, compte tenu que le L((j-groupe F^ C)k(m) 
constant. On dispose donc d’un carré commutatif 

Hi(L{^,F(^)->Hi(L"K",F(^) 

Hi(L",F")- >Hi(L"K",F") 

induit par et par les diverses flèches de restrictions. L’image de 
par la flèche verticale de gauche est égale à or celle-ci appartient 

au noyau de la flèche horizontale inférieure par définition de K((j. La classe 
appartient donc au noyau de la flèche horizontale supérieure, ce qui 
signifie que se plonge Lj^-linéairement dans comme il fallait 

démontrer. □ 
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Supposons maintenant que ^ 0. Il reste à prouver que x G Il suffit 
pour cela de vérifier que pour tout a G Sel^/ (resp. a G Sel^//(fc, d’")), 

l’image de ’ipia) dans H^(K, Z/2) = K*/K*^ est de valuation nulle au point 
oo G P/. 

Lemme 2.29 — Les groupes 6/,^ fl H^('^^^,Z/2) et 6^^ fl H^('^^^,Z/2) 
sont inclus dans j,Z/2). 

Démonstration — Soit a G fl Z/2). La proposition 2.8 et 

l’hypothèse (2.18) pour S = S^ assurent l’existence de c G , Z/2) tel 

que pour tout M G ^, les images de a et de c dans H^(K^, Z/2) coïncident. 
Posant 6 = a — c, on a nécessairement b G H^(^rp,Z/2). Il résulte de la 
construction de que l’image de b dans k*/k*’^ est de valuation nulle en 
autrement dit que 6 G Z/2). On a alors a G j,Z/2), 

comme annoncé. L’inclusion de ©^^ Z/2) dans ^, Z/2) 

se prouve exactement de la même manière. □ 

Il n’y a plus qu’à appliquer le lemme 2.9 à la place pour conclure, 
compte tenu de ce que v^ia) = 0 puisque est une place de bonne 
réduction pour et (lemme 2.16). Ceci achève la démonstration de la 
proposition 2 . 20 . □ 

Le théorème 2.2 est maintenant prouvé. En effet, x est entier en dehors 
de lorsque = 0 , puisqu’il est entier en dehors de S (préadmissibilité 
du couple x)) et que S = si = 0 . 



Chapitre 3 

Principe de Hasse pour les surfaces de del 
Pezzo de degré 4 


3.1 Introduction 

Ce chapitre est consacré aux deux conjectures suivantes. 

Conjectures 3.1 — Soit k un corps de nombres. 

(i) Soit X une surface de del Pezzo de degré 4 sur k. Si X(Aj,)®‘' 0, 

alors X(Â:) ^ 0. 

(a) Soit n ^ 5. Toute intersection lisse de deux quadriques dans 
satisfait au principe de Hasse. 

(La première de ces conjectures apparut d’abord sous la forme d’une ques¬ 
tion dans [16] ; la seconde en est une conséquence (cf. [35]). Voir également [19, 
§16] et [12, §5.5 et §5.6]. Par « quadrique », on entend bien sûr « hypersurface 
quadrique ».) 

Rappelons qu’une surface de del Pezzo X sur k est une surface projective et 
lisse sur k, de faisceau anti-canonique ample ; le degré de X, compris entre 1 
et 9, est le nombre d’auto-intersection de son faisceau canonique. L’étude 
systématique de l’arithmétique des surfaces de del Pezzo est justiüée par le 
théorème de classification suivant, dû à Enriques, Manin et Iskovskikh [40] : 
toute surface rationnelle sur k est fc-birationnelle à une surface de del Pezzo 
ou à un fibré en coniques au-dessus d’une conique. Que les fibrés en coniques 
au-dessus d’une conique admettent un point rationnel dès que l’obstruction 
de Brauer-Manin ne s’y oppose pas est connu lorsqu’il y a au plus cinq fibres 
géométriques singulières (cf. [18], [19], [11], [57], [58]), en toute généralité si 
l’on admet l’hypothèse de Schinzel (cf. [17], [23]). D’autre part, on sait depuis 
Manin [48] et Swinnerton-Dyer [71] que les surfaces de del Pezzo de degré ^ 5 
sur k satisfont toujours au principe de Hasse. Les surfaces de del Pezzo de 
degré 4 constituent donc la classe de surfaces rationnelles la plus simple pour 
laquelle il n’est pas connu, même en admettant l’hypothèse de Schinzel, qu’il 
existe un point rationnel dès que l’obstruction de Brauer-Manin ne s’y oppose 
pas. On sait en revanche qu’elles ne satisfont pas toujours au principe de Hasse. 
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Le premier contre-exemple fut trouvé par Birch et Swinnerton-Dyer [4], et tous 
les contre-exemples connus sont expliqués par l’obstruction de Brauer-Manin. 

Les surfaces de del Pezzo de degré 4 sur k sont les surfaces lisses qui 
s’écrivent comme l’intersection de deux quadriques dans P| (cf. [48, p. 96]) ; 
ainsi les deux conjectures 3.1 sont-elles très proches. La question du principe 
de Hasse pour les intersections lisses de deux quadriques dans possède 
une longue histoire, dont les grandes dates furent les suivantes. En 1959, 
Mordell [52] prouva la conjecture 3.1 (ii) pour n ^ 12 et fc = Q. En 1964, 
Swinnerton-Dyer [70] établit la conjecture 3.1 (ii) pour n > 10 et /c = Q, 
améliorant ainsi le résultat de Mordell (cf. [19, Remark 10.5.2] pour une correc¬ 
tion). En 1971, Cook [25] démontra le principe de Hasse pour les intersections 
lisses de deux quadriques définies par des formes quadratiques simultanément 
diagonales dans P^ avec n > 8 et fc = Q. En 1987, pour k arbitraire et par 
des méthodes radicalement différentes, Colliot-Thélène, Sansuc et Swinnerton- 
Dyer prouvèrent la conjecture 3.1 (ii) pour n ^ 8 ainsi que dans quelques cas 
particuliers concernant les intersections de deux quadriques qui contiennent 
soit deux droites gauches conjuguées, soit une quadrique de dimension 2 
(cf. [18], [19]). Par la suite, Debbache obtint le cas des intersections lisses de 
deux quadriques dans P^ dont l’une est singulière (non publié) et Salberger 
celui des intersections lisses de deux quadriques dans P^ qui contiennent une 
conique définie sur k, pour n ^ 5 (non publié). 

Voici maintenant la liste des résultats connus au sujet de la conjec¬ 
ture 3.1 (i). Ils concernent tous des familles exceptionnelles de surfaces de del 
Pezzo de degré 4. Soit X C P| une intersection lisse de deux quadriques, de 
dimension 2. Tout d’abord, le principe de Hasse vaut pour la surface X si elle 
contient deux droites gauches conjuguées ; en effet, en contractant ces droites, 
on obtient une surface de del Pezzo de degré 6. Plus généralement, dès que X 
n’est pas une surface fc-minimale, une contraction permet de se ramener à une 
surface de del Pezzo de degré > 4. Lorsque X admet une structure de übré en 
coniques sur P^, Salberger a démontré que X(fc) ^ 0 dès que X(A^)®'' ^ 0 
(cf. [57], notamment la remarque qui suit le théorème (0.8)). Ainsi le principe 
de Hasse en l’absence d’obstruction de Brauer-Manin est-il connu lorsque le 
groupe de Picard de X est de rang ^ 2. Enün, en admettant l’hypothèse de 
Schinzel et la finitude des groupes de Tate-Shafarevich des courbes elliptiques 
sur Q, Swinnerton-Dyer [73] a établi le principe de Hasse pour la surface X 
lorsqu’elle est définie par un système d’équations de la forme 

{ 2 I 2 I 2 I 2 I 2 A 

(XqXq “h “1“ ^2^2 ^3^3 (^ 4 .^ 4 . — U, 

^ 0^0 H “ ^ 2^2 ^ 3^3 ^ 4X4 = 0 , 

OÙ « 0 , a4,6o, ■■■, 64 G Q sont « suffisamment généraux » en un sens 

explicite (et qui implique notamment que Br(X)/Br(Q) = 0, tout en étant 
strictement plus fort). Ce résultat fut généralisé à tout corps de nombres par 
Colliot-Thélène, Skorobogatov et Swinnerton-Dyer (cf. [21, §3.2]). 
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Le but de ce chapitre est d’établir la conjecture 3.1 (ii) ainsi qu’une grande 
partie de la conjecture 3.1 (i) (couvrant notamment le cas d’une surface de 
del Pezzo de degré 4 « suffisamment générale »), en admettant l’hypothèse de 
Schinzel et la finitude des groupes de Tate-Shafarevich des courbes elliptiques 
sur les corps de nombres. Signalons tout de suite qu’il y a un espoir à moyen 
terme de débarrasser ces résultats de l’hypothèse de Schinzel : étant donné 
que pour les surfaces de del Pezzo de degré 4, il est équivalent de s’intéresser 
aux points rationnels ou aux 0 -cycles de degré 1 (en tout cas pour ce qui 
concerne les propriétés considérées ici; cf. proposition 3.101 ci-dessous), il 
suffirait pour cela de réussir à intégrer « l’astuce de Salberger » dans la preuve 
du théorème principal du chapitre 2. Pour plus de détails, le lecteur pourra 
consulter l’introduction du chapitre 2 , où cette question est discutée. 

Les hypothèses précises sous lesquelles nous établissons le principe de 
Hasse pour les surfaces de del Pezzo de degré 4 étant de nature assez technique, 
nous nous contentons d’énoncer ici les cas particuliers les plus simples. Soit X 
une surface de del Pezzo de degré 4 sur k. Soient qi et ^2 des formes 
quadratiques homogènes en 5 variables, à coefficients dans k, telles que X 
soit isomorphe à la sous-variété de définie par le système d’équations 
91=^2 = 0. Le polynôme homogène /(A,/i) = det(A( 3'2 + W 2 ) € fc[A,/i], 
est de degré 5. Choisissons un corps de décomposition k' de /, numérotons 
les racines de / dans k' et notons G C 65 le groupe de Galois de k' sur k. La 
classe de conjugaison du sous-groupe G C 65 ne dépend que de la surface X. 

Théorème 3.2 (cf. théorème 3.36) — Admettons l’hypothèse de Schinzel 
et la finitude des groupes de Tate-Shafarevich des courbes elliptiques sur les 
corps de nombres. La surface X satisfait au principe de Hasse dès que l’une 
des eonditions suivantes est remplie : 

- le sous-groupe G C 65 est 5-transitif (i.e. G = 2 I 5 ou G = ; 

- le polynôme f admet exaetement deux racines k-rationnelles et d’autre 
part Br(X)/Br(fc) = 0; 

- le polynôme f est scindé et Br(X)/Br(fc) = 0. 

Notons que si la surface X est « suffisamment générale », on a G = 65 
(cf. par exemple [77, Theorem 7]), et en particulier G est un sous-groupe 
3-transitif de 65. Plus délicat, nous établirons que si X est une section 
hyperplane « suffisamment générale » d’une intersection lisse de dimension 3 
de deux quadriques dans arbitraire et fixée, on a encore G = 65 ; à 
l’aide d’un argument de fibration standard, ceci nous permettra de déduire 
du théorème 3.2 : 

Théorème 3.3 — Admettons l’hypothèse de Schinzel et la finitude des 
groupes de Tate-Shafarevich des courbes elliptiques sur les corps de nombres. 
Soit n ^ 5. Toute intersection lisse de deux quadriques dans P^ satisfait au 
principe de Hasse. 
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Lorsque les formes quadratiques qi et q 2 sont simultanément diagonales, 
c’est-à-dire lorsque la surface X est définie par un système d’équations de la 
forme (3.1), le polynôme / est scindé. Le théorème 3.2 peut donc être vu 
comme une vaste généralisation du résultat de Colliot-Thélène, Skorobogatov 
et Swinnerton-Dyer mentionné précédemment ; de plus, même dans le cas 
particulier où q^ et q 2 sont simultanément diagonales, il l’améliore, puisqu’il 
s’applique alors sans autre hypothèse que la nullité de Br(X)/Br(A:). Tous les 
autres cas du théorème 3.2 sont entièrement nouveaux. Nous renvoyons le 
lecteur au paragraphe 3.4.1 pour des résultats plus précis que ceux énoncés 
ici; en réalité, pour toute classe de conjugaison ‘rf de sous-groupes de 65 , 
nous obtenons le principe de Basse dès que X est « suffisamment générale » 
(en un sens explicite) parmi les surfaces de del Pezzo de degré 4 pour 
lesquelles G G 

Le point de départ de la preuve du théorème 3.2 est la construction que 
Swinnerton-Dyer expose dans [1, § 6 ], où il explique comment associer à une 
surface de del Pezzo de degré 4 toute une famille de surfaces munies d’un 
pinceau de courbes de genre 1 et de période 2 dont les jacobiennes admettent 
une section d’ordre 2. On peut espérer combiner cette construction avec 
les méthodes du chapitre 2 pour démontrer qu’une surface de del Pezzo de 
degré 4 admet un point rationnel dès que l’obstruction de Brauer-Manin ne 
s’y oppose pas, sous l’hypothèse de Schinzel et la finitude des groupes de Tate- 
Shafarevich. L’effort de Swinnerton-Dyer en ce sens dans [1, § 6 ] ne fut que 
partiellement fructueux. D’une part, il ne parvint pas à dégager de condition 
suffisante raisonnable pour l’existence d’un point rationnel sur une surface de 
del Pezzo de degré 4 (cf. [1, Theorem 3]), et d’autre part, il s’avère que les 
arguments de [ 1 , § 6 ] contiennent plusieurs erreurs cruciales (de sorte que le 
« Theorem 3 », notamment, est faux). 

Avant de donner plus de détails sur la preuve du théorème 3.2, décrivons 
rapidement l’organisation du chapitre. 

Le paragraphe 3.2 est consacré à un résultat d’ordre général concernant 
l’obstruction de Brauer-Manin verticale pour des fibrations au-dessus de 
(ou plutôt d’un ouvert de dont le complémentaire est de codimension ^ 2 ). 
Nous y prouvons que s’il n’y a pas d’obstruction de Brauer-Manin verticale 
à l’existence d’un point rationnel sur l’espace total d’une telle fibration et 
que chaque fibre de codimension 1 est déployée par une extension abélienne 
du corps de base, alors il existe une fibre au-dessus d’un point fc-rationnel 
contenant un fc„-point lisse pour toute place v de k, si l’on admet l’hypothèse 
de Schinzel. Un tel énoncé est connu lorsque n = 1 (cf. [22, Theorem 1.1]), et 
la preuve pour n quelconque consiste à montrer que l’on peut supposer que 
n = 1. Un ingrédient de première importance dans cette démonstration est 
un théorème récent d’Harari, qui établit un analogue de [37, Théorème 3.2.1] 
pour des fibrations en variétés géométriquement intègres quelconques, avec 
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la contrepartie que seul un sous-groupe fini du groupe de Brauer de la fibre 
générique est pris en compte. 

Le paragraphe 3.3 contient quelques rappels sur les pinceaux de quadriques 
dans P" ainsi qu’une remarque qui nous conduira à une reformulation plus 
conceptuelle de la construction de Swinnerton-Dyer. Au paragraphe 3.4.1, 
nous énonçons la forme précise du théorème 3.2 ; sa preuve occupe les 
paragraphes 3.4.2 à 3.4.7. Dans [1, §6], Swinnerton-Dyer espérait que sa 
méthode permette d’établir, en toute généralité, qu’une surface de del Pezzo 
de degré 4 admet un point rationnel dès que l’obstruction de Brauer-Manin 
ne s’y oppose pas (sous l’hypothèse de Schinzel et la finitude des groupes de 
Tate-Shafarevich). À l’aide des résultats du paragraphe 3.4.3, nous montrons 
au paragraphe 3.4.8 que cet espoir était prévisiblement trop optimiste et qu’à 
moins d’avancées importantes dans l’arithmétique des pinceaux de courbes 
de genre 1, les techniques employées dans ce chapitre ne suffisent pas à 
l’étude des points rationnels des surfaces de del Pezzo de degré 4 pour 
lesquelles Br(X)/Br(fc) ^ 0. 

Enfin, les paragraphes 3.5.1 et 3.5.2 démontrent le théorème 3.3. 

Voici maintenant quelques indications sur la preuve du théorème 3.2. 
Soit X une surface de del Pezzo de degré 4 sur k, vue comme intersection de 
deux quadriques dans . Supposons qu’il n’y ait pas d’obstruction de Brauer- 
Manin à l’existence d’un point rationnel sur X. Les résultats du chapitre 2 
permettront de conclure quant à l’existence d’un point rationnel sur X si 
l’on trouve une famille de sections hyperplanes remplissant les conditions 
suivantes : 

(i) la famille doit être paramétrée par ; 

(ii) sa fibre générique doit être une courbe lisse et géométriquement 
connexe de genre 1 et de période 2 dont la jacobienne admet un point 
d’ordre 2 rationnel ; 

(iii) la condition (D) du chapitre 2 (ou la condition (E), cf. paragraphe 2.2) 
doit être satisfaite ; 

(iv) il ne doit pas y avoir d’obstruction de Brauer-Manin verticale à 
l’existence d’un point rationnel sur l’espace total de cette famille. 

Une réduction standard (cf. proposition 3.101) permet de ne s’intéresser qu’au 
cas où le polynôme / admet une racine fc-rationnelle, compte tenu qu’il est 
de degré impair. Sous cette hypothèse, la construction de Swinnerton-Dyer 
fournit une famille tt: Y —>■ B de sections hyperplanes de X remplissant 
la condition (ii), où B est un ouvert de P| dont le complémentaire est 
de codimension ^ 2. La projection naturelle Y —>■ X admet une section 
rationnelle, de sorte que la condition (iv) est automatique. Bien entendu, 
la condition (i) est en défaut et la condition (iii) n’a donc pas de sens pour tt. 

Se pose alors la question suivante : existe-t-il une droite fc-rationnelle 
D C incluse dans B, telle que la famille 7r“^(D) — >• D satisfasse aux 
conditions (i) à (iv) ? Pour les conditions (i) et (ii), il suffit que D soit choisie 
hors d’un certain fermé de codimension 1 de l’espace des droites de P^. Voici 
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comment forcer la condition (iv) à être satisfaite. D’après les résultats du 
paragraphe 3.2, il existe 5g G B(fc) tel que la fibre 7r“^(5Q) soit lisse et admette 
un /c^-point pour toute place v de k. En particulier, si 5 q G D, l’une des 
fibres de la famille 7r“^(D) —>■ D au-dessus d’un point fc-rationnel contient 
un fc^-point lisse pour toute place v ; ceci assure que l’obstruction de Brauer- 
Manin verticale à l’existence d’un point rationnel sur 7r“^(D) s’évanouit. On 
ne considérera donc par la suite que des droites D passant par 5g. 

Reste seulement la condition (iii). Au paragraphe 3.4.5, nous définissons 
une version de la condition (D) adaptée à la fibration tt tout entière ; nous 
l’appelons « condition (D) générique ». Elle admet une formulation dans 
laquelle interviennent : la géométrie du lieu A C B des fibres singulières 
de TT, la structure galoisienne de A et enfin la structure galoisienne des fibres 
de TT au-dessus des points génériques des composantes irréductibles de A. 
(L’expression « structure galoisienne » désigne la collection des objets que l’on 
peut associer à une variété (ou à un morphisme de variétés) indépendamment 
de la nature du corps de base, mais qui sont triviaux lorsque le corps de base 
est séparablement clos. En l’occurrence, c’est d’une manière très délicate que 
la structure galoisienne de A apparaît dans la condition (D) générique ; il ne 
s’agit pas simplement de l’action de Gal(fc/fc) sur l’ensemble des composantes 
irréductibles de A k ni de la structure galoisienne de chaque composante 
irréductible de A considérée abstraitement comme fc-variété.) Nous montrons 
ensuite que si la condition (D) générique est satisfaite, il est possible de trouver 
des droites D C B passant par 5g pour lesquelles la fibration 7 r“^(D) —>• D 
vérifie la condition (E). L’argument employé nous oblige à nous contenter de 
la condition (E) au lieu de la condition (D), pour des raisons de finitude. 
Rappelons que la condition (E) dépend d’un point rationnel a; de D et d’un 
ensemble fini S de places de k. Il est absolument essentiel ici que l’on puisse 
prévoir la taille de cet ensemble fini avant de choisir D. Une telle prédiction est 
possible si l’on pose x = bg car l’ensemble S ne dépend que des propriétés de 
la fibre de tt au-dessus de x. Ce sont ces considérations qui nous ont conduit à 
formuler le théorème 2.5 tel qu’il est formulé, et non en termes d’obstruction 
de Brauer-Manin verticale ; il est à noter qu’une fois le point 5g fixé, le « lemme 
formel » n’est plus jamais utilisé. 

Ainsi suffit-il, pour démontrer le théorème 3.2, de traduire la condition (D) 
générique en termes des propriétés de la surface de del Pezzo X ; et c’est là 
la partie la plus délicate de l’argument. En effet, il s’avère qu’après extension 
des scalaires de /c à une clôture algébrique k, la condition (D) générique 
n’est jamais satisfaite (bien que cette remarque n’ait rien d’évident sur la 
définition de la condition (D) générique). Si l’on espère trouver des conditions 
suffisantes sur X pour que la condition (D) générique soit satisfaite, il est 
donc indispensable de tenir compte de la structure galoisienne de A. (On voit 
ainsi que les arguments de [1, §6] ne pouvaient être corrects, étant purement 
géométriques.) 
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Au paragraphe 3.4.3, nous formulons la construction de Swinnerton-Dyer 
en termes abstraits, à l’aide uniquement des propriétés des pinceaux de 
quadriques dans P". Cette approche nous permet d’interpréter les diverses 
composantes irréductibles de A (g)j, Â: (avec l’action du groupe G&\(k/k)). Elle 
se révèle surtout particulièrement efficace pour déterminer la structure des 
fibres de tt au-dessus des points génériques des composantes irréductibles de A 
(notamment, elle explique l’identité « (3^^ = £q » du lemme 3.88, qui peut 
sembler assez mystérieuse selon la manière dont on y arrive). Néanmoins, 
les invariants galoisiens fins de A qui interviennent dans la condition (D) 
générique semblent actuellement hors de portée de telles considérations. Pour 
en donner une idée, même les questions géométriques les plus simples au 
sujet de A (par exemple, quels sont les degrés des composantes irréductibles 
de A k?) demanderaient encore du travail pour être résolues par voie 
abstraite. 

Il est possible d’étudier la géométrie de A au moyen de calculs explicites, 
car sur k, on peut toujours diagonaliser simultanément les formes quadratiques 
qui s’annulent sur X. Pour ce qui est des questions tenant à la structure galoi- 
sienne de A, la situation est moins favorable : il est totalement inconcevable 
de travailler avec des équations explicites sur k, tant elles sont complexes. 

Ce n’est qu’en combinant les trois techniques suivantes que nous parvien¬ 
drons à analyser la condition (D) générique précisément. Tout d’abord, pour 
certaines questions, un argument de descente galoisienne est possible ; on les 
résout sur k par le calcul, ce qui revient souvent à exhiber des identités 
polynomiales à coefficients entiers non évidentes, puis on suit l’action de 
Gal(fc/Â:) sur les formules obtenues. Parmi les autres questions, celles qui 
concernent les fibres singulières de tt en codimension 1 sont traitées par voie 
abstraite. Enfin, pour les questions restantes, des réductions permettent de 
supposer que le polynôme / admet trois racines ^-rationnelles, auquel cas 
certains calculs restent envisageables. 

Il convient de signaler que la condition (D) générique se simplifie dans le 
cas où le sous-groupe G C 65 est 3-transitif, de sorte qu’une analyse plus 
sommaire (mais devant toujours être effectuée sur k et non sur k) suffit si l’on 
ne s’intéresse qu’au théorème 3.3. 

Notations. 

Si k est un corps de nombres, on note fl l’ensemble de ses places et l’on 
pose kçi = ^ sst une variété lisse et géométriquement intègre 

sur fc, on note Brjj,.(X) le groupe de Brauer non ramifié de X sur k et 
X(fcn)®"“ l’ensemble des (Pj„go G X{kçi) = n„gn X(fc^) orthogonaux à 
Brjjj.(X), c’est-à-dire tels que A(P^) = 0 pour tout A G Brjjj.(X) 

(cf. [ 68 , §5.2]). Enfin, si l’on dispose de plus d’un morphisme X —>• Y où Y est 
une variété intègre, on note (X) = Brjjj.(X) fl Br^gj.^(X) et l’on définit 

rnanière évidente. 
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3.2 Obstruction de Brauer-Manin verticale et points 
adéliques dans les fibres d’un morphisme vers 

L’objet de ce paragraphe est de démontrer le théorème suivant, qui 
généralise [22, Theorem 1.1]. 

Théorème 3.4 — Soient un corps de nombres k, un entier n ^ 1, un fermé 
E C Pfc de codimension ^ 2 et une k-variété géométriquement intègre X 
munie d’un morphisme projectif /: X —>■ \ E dont la fibre générique est 
géométriquement intègre. On note X° C X l’ouvert de lissité de f et X"'®® C X 
l’ouvert des points réguliers de X. 

Supposons que pour tout point m G P^ de codimension 1, la fibre X^ 
possède une composante irréductible de multiplicité 1 telle que la fermeture 
algébrique de K,{m) dans k(Y^) soit une extension abélienne de K{m). 

Soient U un ouvert dense de P^, 

= {x G (P^ \ E)(fc) ; X^ est géométriquement intègre et X^^ko) 0} 


et.^nU(fc) l’adhérence de éjê r\\]{k) dans P"'(â:q). Admettons l’hypothèse de 
Schinzel. Alors 

C WTVÜ{k). 

En particulier, s’il n’y a pas d’obstruction de Brauer-Manin verticale à l’exis¬ 
tence d’un point rationnel sur un modèle propre et lisse de X, l’ensemble éSé 
est Zariski-dense dans P^. 

Le principe de la preuve du théorème 3.4 est de se réduire au cas où X 
est une surface projective et lisse et où n = 1, qui est exactement la situation 
dans laquelle [22, Theorem 1.1] s’applique. Ainsi nous ne reprouvons pas [22, 
Theorem 1.1] mais l’invoquons à la fin de la démonstration. 

Voici quelques corollaires d’intérêt général du théorème 3.4. 

Corollaire 3.5 — Soient X une variété projective, lisse et connexe sur 
un corps de nombres k et f : X —>■ P^ un morphisme de fibre générique 
géométriquement intègre. Supposons que les fibres lisses de f au-dessus des 
points rationnels d’un ouvert dense de P^ satisfassent à l’approximation faible 
et que pour tout point m G P^ de codimension 1, la fibre de f en m possède 
une composante irréductible de multiplicité 1 dans le corps des fonctions de 
laquelle la fermeture algébrique de nlrn) soit une extension abélienne de K{m). 
Admettons l’hypothèse de Schinzel. Alors l’adhérence de X(fc) dans X(Aj,) est 
égale à X(Aj,)®''''®'‘. 

Démonstration — Notons 11 l’ensemble des places de k et fixons une famille 
^ X(Aj,)®''''“‘, un ensemble fini S C 11 et un voisinage de 
dans X(fc„) pour u G S. Nous allons exhiber un point rationnel de X dont 
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l’image dans appartienne à théorème des fonctions 

implicites, la continuité de l’évaluation des classes de Br(X) sur X(A;^) et 
la finitude de Br.^,g,.^(X)/Br(fc) (établie dans [20, Lemma 3.1]) permettent 
de supposer, quitte à remplacer P.^, par un autre point de que / est 
lisse en P„ pour tout v G S. Le théorème des fonctions implicites fournit 
alors, pour v G S, un voisinage de /(P„) dans P"(fc^) et une section 
analytique locale de l’application —>• P"(A:^) induite par /. 

Soit U C Pfc un ouvert dense tel que pour tout u G U(A:), la fibre X„ soit 
lisse et satisfasse à l’approximation faible. D’après le théorème 3.4, il existe 
U G U(fc) vérifiant ^ 0 et dont l’image dans n,;es appartienne 

à n,;es '^v Comme X^^ satisfait à l’approximation faible et que ^ (ZS, 

il existe x G X„(fc) arbitrairement proche de o^(u) pour î; G S. Si x est 
choisi suffisamment proche de (Jy(u) pour x G S, il appartiendra alors aux 
voisinages puisque cr^(M) G □ 

Corollaire 3.6 — Soit X une variété projective, lisse et connexe sur un 
corps de nombres k. Soient n ^ 1 et f: X ^ P^ un morphisme dont la fibre 
générique est une variété de Severi-Brauer généralisée au sens de [23, §2] 
(par exemple une conique, une quadrique de dimension 2 ou une variété de 
Severi-Brauer). Admettons l’hypothèse de Schinzel. Alors l’adhérence de X(fc) 
dans X(Aj,) est égale à X(Aj,)®''. En particulier X satisfait au principe de 
Basse (resp. à l’approximation faible) si l’obstruction de Brauer-Manin ne s’y 
oppose pas. De plus X satisfait à l’approximation faible faible. 

Rappelons qu’une variété X sur un corps de nombres k satisfait à l’ap¬ 
proximation faible faible s’il existe un ensemble fini S C D tel que l’image 
de l’application diagonale X(fc) —>■ n«en\s dense, où fl désigne 

l’ensemble des places de k. 

Rappelons d’autre part la notion de variété de Severi-Brauer généralisée 
de [23, §2] : une variété X sur un corps k est une variété de Severi-Brauer 
généralisée s’il existe un ensemble fini I, une famille (fcj)jgj d’extensions finies 
séparables de k et une famille (Vjjgj de variétés de Severi-Brauer sur k telles 
que X soit isomorphe au produit des restrictions des scalaires à la Weil à k 
des /Cj-variétés 0 ^, fcj pour i G I. 

Le corollaire 3.6, dans le cas particulier où n = 1, n’est autre que [23, 
Theorem 4.2]. 

Démonstration — Si X{k) est dense dans X(Aj,)®''''“‘, il résulte de la finitude 
du groupe Br^g,.^(X)/Br(fc), démontrée dans [20, Lemma 3.1], que X satisfait 
à l’approximation faible faible. Pour établir le corollaire 3.6, il suffit donc 
de prouver que l’hypothèse sur les fibres de codimension 1 de / dans le 
corollaire 3.5 est vérifiée. Soit m G P^ un point de codimension 1. Le complété 
de l’anneau local de P^ en m est isomorphe à K(m)[[t]] (théorème de Cohen, 
cf. [39, Theorem 5.5A]). Considérant l’image réciproque de / au-dessus du 
spectre de cet anneau, on voit alors que pour conclure, il suffit de prouver 
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que si i est un corps de caractéristique 0 et V est un -schéma propre et 
régulier dont la fibre générique est une variété de Severi-Brauer généralisée, 
la fibre spéciale de V possède une composante irréductible de multiplicité 1 
dans le corps des fonctions de laquelle la fermeture algébrique de l soit une 
extension abélienne de La formation de la fermeture algébrique commute 
aux extensions régulières. Quitte à remplacer l par la limite inductive des 
corps de fonctions de toutes les variétés géométriquement intègres sur on 
peut donc supposer i pseudo-algébriquement clos (c’est-à-dire tel que toute 
variété géométriquement intègre sur l admette un point rationnel). Soient 
A^, ..., Ag G Br(t'((t))) les classes des algèbres simples centrales associées 
à la fibre générique de V. Pour i G s}, le résidu de Aj est un 

élément de H^(^, Q/Z) et définit donc une extension cyclique Soit i'jl 
l’extension composée des et soit A', pour i G {1, ..., s}, l’image de 
dans Br{£'{{t))). Par construction de le résidu de A' est nul (cf. [23, 
Proposition 1.1.1]) ; d’où A' G Br(f'[[t]]). Le groupe Br(^'[[t]]) est isomorphe à 
Br(^') (cf. [29, Corollaire 6.2]), or celui-ci est nul car la restriction des scalaires 
à la Weil à i d’une variété de Severi-Brauer sur l' possède nécessairement un 
point rationnel, le corps t étant pseudo-algébriquement clos. D’où A' = 0 
pour tout Z G {1, ..., s}. En particulier la fibre générique de V admet-elle un 
£'((t))-point. Comme V est propre sur l[[t]] et régulier, il s’ensuit que la fibre 
spéciale de V admet un £'-point lisse, d’où le résultat recherché puisque £' 
est une extension abélienne. □ 

Les variétés fibrées en variétés de Severi-Brauer généralisées au-dessus 
de la droite projective, étudiées dans [23], sont des variétés rationnelles. 
Il n’en est pas de même, en général, des variétés fibrées en variétés de Severi- 
Brauer généralisées au-dessus de l’espace projectif de dimension ^ 2. Il arrive 
notamment que le groupe de Brauer d’une telle variété comporte des classes 
transcendantes (c’est-à-dire non algébriques). Harari a montré que ces classes 
transcendantes peuvent jouer un rôle arithmétique; plus précisément, il a 
exhibé une variété de dimension 3, fibrée en coniques sur Pg, qui viole le 
principe de Basse à cause d’une obstruction de Brauer-Manin créée par une 
classe transcendante du groupe de Brauer (cf. [36]). Il y a donc une différence 
qualitative entre [22, Theorem 1.1] et le théorème 3.4 : contrairement à [22, 
Theorem 1.1], le théorème 3.4 s’applique dans des situations où des classes 
transcendantes existent dans le groupe de Brauer et ne peuvent être ignorées. 
Le corollaire 3.6 est ainsi le premier résultat positif d’existence de points 
rationnels (ou d’approximation faible) dont la preuve prenne effectivement en 
compte les classes transcendantes du groupe de Brauer. 

Le reste de ce paragraphe est consacré à la démonstration du théorème 3.4. 

Démonstration du théorème 3.4 — Nous commençons par une réduction au 
cas projectif et lisse. 
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Proposition 3.7 — Soit X' une k-variété projective, lisse et géométriquement 
intègre munie d’un morphisme /': X' —>■ P^. On suppose qu’il existe une 
application birationnelle h: X ---> X' telle que le diagramme 

X X' 

/ /' 

-^P^ 

commute. Alors pour tout point m € P^ de codimension 1, la jîbre XJ„ possède 
une composante irréductible de multiplicité 1 telle que la fermeture algé¬ 
brique de nlrn) dans aî(Y^) soit une extension abélienne de K{m). Notons X'° 
l’ouvert de lissité de f et 

Si' = {x G P"(fc) ; X^ est géométriquement intègre et X'^{kQ) ^ 0 }. 

Supposons que l’on ait /'(X'(A^)®‘'''“‘) C .^'nU(fc) pour tout ouvert dense 
U C Pfc. Alors on a l’inclusion /(X"'®s(fcQ)®''“’vert^ ç- ^nU(Â:) pour tout 
ouvert dense U C P^. 

Démonstration — La première assertion résulte du lemme suivant. Remar¬ 
quons que dans la situation de la proposition, le morphisme f est dominant 
et sa fibre générique est automatiquement lisse. 

Lemme 3.8 — Soient / : X —>■ S et /': X' —>■ S des morphismes de schémas 
dominants et de type fini avec S et X localement noethériens intègres, X' 
régulier intègre, f propre et de fibre générique lisse. Soit s G S un point de 
codimension 1 en lequel S est régulier. Supposons qu’il existe une S-application 
rationnelle de X vers X'. Si la fibre de f en s possède une composante irréduc¬ 
tible de multiplicité géométrique 1 (^i.e. telle que la fibre soit géométriquement 
réduite au point générique de cette composante) dans le corps des fonctions de 
laquelle la fermeture algébrique de k{s) est une extension abélienne de k{s), 
alors il en va de même pour la fibre de f en s. 

Démonstration — On peut supposer que S est un trait. Les morphismes / 
et /' sont alors plats, en vertu de [39, III, 9.7]. Soit Y C X^ une composante 
irréductible de la fibre spéciale de / satisfaisant à la condition de l’énoncé. 
L’hypothèse de multiplicité géométrique 1 entraîne que X^ est lisse au point 
générique y de Y. Le morphisme /, étant plat, est donc lisse en y. Par 
conséquent, le schéma X est régulier en y et l’anneau local de dimension 1 
puisque / est plat et que s est de codimension 1 dans S, est donc un 
anneau de valuation discrète. Notons T = Spec(^x,y) et U = Spec(K(X)). 
Par hypothèse, il existe un S-morphisme U —1 X'. Le critère valuatif de 
propreté permet d’en déduire l’existence d’un S-morphisme T —>■ X'. Celui-ci 
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est nécessairement à valeurs dans l’ouvert de lissité de /', d’après le lemme [5, 
3.6/5] appliqué à l’identité de X'. La fibre spéciale de /' contient donc un point 
lisse, disons c, dont le corps résiduel se plonge K(s)-linéairement dans K{y). 
Ce point appartient à une unique composante irréductible de X],. Notons- 
la Y'. Elle est de multiplicité géométrique 1 puisque l’ouvert de lissité de X^, 
contenant c, contient le point générique de Y'. Soit £ la fermeture algébrique 
de k{s) dans k{Y'). Comme Y' est normal en c, il existe un plongement 
/î(s)-linéaire de £ dans Û'y' c donc dans k(c), donc dans /î(t/). Il en résulte 
que l’extension £!k{s) est abélienne, ce qui termine de prouver le lemme. □ 

Remarque — Le lemme 3.8 et sa démonstration sont directement inspirés 
d’une preuve de Skorobogatov (cf. [66, Lemma 1.1]). 

Intéressons-nous maintenant à la seconde assertion. Supposons que 

/'(X'(AJ^"''“‘) c n U(fc) (3.2) 

pour tout ouvert dense U C P^. Choisissons une famille (P„)„go € X"'®s(fcQ) 
orthogonale à Brj^j.^^gj.j(X"'®s), un ensemble üni S de places de fc, un voisinage 
v-adique C P"(fc„) de /(P^) pour chaque w G S et un ouvert dense U C P^. 
On va maintenant prouver l’existence d’un x G âi r\£J{k) appartenant à 
pour tout f G S. 

Soit Y C X un ouvert dense sur lequel l’application rationnelle b soit définie 
et induise un isomorphisme vers un ouvert Y' de X'. Quitte à rétrécir U, on 
peut supposer que pour tout a; G U, les conditions suivantes sont satisfaites : 
l’ouvert Y(, est dense dans X^ (cf. [EGA IV3, 9.5.3]), la variété est 
géométriquement intègre sur k (cf. [EGA IV3, 9.7.7 (iv)]) et la variété X(, 
est lisse sur k (cf. [EGA IV4, 17.7.11] ; la fibre générique de /' est lisse car X' 
est lisse sur k). Notons que l’ouvert U est alors automatiquement disjoint de E. 

Le lemme suivant est une variation sur le lemme de Nishimura. 

Lemme 3.9 — Soient S un schéma, X et Y deux S-schémas et f : X Y 
une S-application rationnelle. Supposons Y propre sur S et X localement 
noethérien régulier. Soient s € S et x un point rationnel de la fibre X^. Alors 
il existe un point rationnel y de la fibre Y^ tel que l’égalité A(j/) = (/*A)(a;) 
d’éléments de Br(K(s)) ait lieu pour tout A G Br(Y) tel que f*A G Br(X). 

Précisons le sens de l’énoncé : si U est un ouvert dense de X sur lequel / 
est définie, on dispose d’une classe f*A G Br(U) pour tout A G Br(Y). Le 
morphisme de restriction Br(X) —>■ Br(U) est une injection puisque X est 
régulier. On peut donc considérer Br(X) comme un sous-groupe de Br(U) et 
évaluer f*A en un point de X si f*A appartient à ce sous-groupe. Il est à 
noter que le point s n’est soumis à aucune condition ; par exemple, la übre X^ 
pourrait tout à fait être disjointe du domaine de définition de /. 
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Démonstration — Soit U C X un ouvert dense sur lequel / soit définie. Notons 
encore / le S-morphisme U —1 X déduit de /. Comme X est régulier, il existe 
un trait T et un morphisme T —i X tels que (p{ri) G U, ip{t) = x et 
que l’application k{x) —1 K{t) induite par ip soit un isomorphisme, où t et 77 
désignent respectivement le point fermé et le point générique de T. (En effet, 
quitte à rétrécir U, on peut supposer que a; ^ U et que chaque composante 
irréductible de X \ U est de codimension 1 dans X, auquel cas X \ U est 
un diviseur de Cartier, puisque X est régulier. Une équation locale de X \ U 
au voisinage de x détermine alors un vecteur non nul fi G xn^/xn^, que l’on 
peut compléter en une base {fi, ..., /„) ; relevant arbitrairement / 2 ) • ■ • j /„ 
en 62 , ..., e„ G m,j,, on pose alors T = Spec(^,j,/(e 2 , ..., e„)). C’est un trait en 
vertu de [EGA IV0.16.5.6 et 0.17.1.7] et le morphisme canonique 73 : T —>■ X 
remplit bien les conditions voulues.) L’application rationnelle f o p: T —^ Y 
étant une S-application rationnelle, elle est définie partout, compte tenu que Y 
est propre sur S et que T est un trait (cf. [EGA II, 7.3.8]). Notons : T —>• Y ce 
morphisme et posons y = ip{t) ; c’est un point rationnel de Y^. Soit A G Br(Y) 
tel que /*A G Br(X), de sorte que l’on dispose d’une classe p*f*A G Br(T). 
Étant donné que {(p*f*A){t) = (/*A)(x) et que {ip*A){t) = A(j/), il suffit, 
pour conclure, de prouver l’égalité (p*f*A = 'tjj*A dans Br(T). Comme T 
est régulier, la flèche j* : Br(T) —>■ Br)?;) induite par l’inclusion j: 77 —>■ T 
est injective. Il suffit donc d’établir que j*(p*f*A = j*ip*A, c’est-à-dire que 
(73 O j)*f*A = (tp O j)*A ; or ceci résulte de ce que le triangle 


V 



commute (par définition de "0). □ 

Appliquant le lemme 3.9 à la -application rationnelle 
X-s®, .X'G, k, 

induite par b et au point G X"'®s(fc„) pour chaque place v € fl, 0 x 1 
obtient un point adélique (Q„)„go G i-^k) par définition du groupe 
de Brauer non ramifié, est orthogonal au groupe de Brauer vertical de f. 
D’après l’inclusion (3.2), et compte tenu que /'(Q^,) = /(P„) pour tout v G fl, 
il existe donc x G r\\J{k) appartenant à pour tout v G S. Comme Y(, 
est un ouvert dense de la variété lisse X(,, le théorème des fonctions implicites 
montre que Y'^ik^) ^ 0, d’où il résulte que X°(fcf 2 ) ^ 0. La variété X,j, étant 
géométriquement intègre sur k, cela signifie que x G Ai ', ainsi la proposition 3.7 
est-elle démontrée. □ 

Il existe bien une variété X' et un morphisme f vérifiant les conditions de 
la proposition 3.7. On peut en effet choisir une compactification projective 



122 Chapitre 3. Principe de Basse pour les surfaces de del Pezzo de degré 4 


arbitraire Xq de la variété quasi-projective X, considérer l’adhérence X'^ 
dans Xq Xj, du graphe de / puis trouver une variété projective, lisse et 
géométriquement intègre X 2 munie d’un morphisme birationnel cr: X 2 —>■ X'j^, 
grâce à Hironaka. Il suffit alors de poser X' = X 2 et de prendre pour /' la 
composée de a et de la projection X'j^ —>■ P^. Pour démontrer le théorème, vu 
la proposition 3.7, il est donc loisible de supposer le fermé E vide et la variété X 
projective et lisse. Nous nous plaçons dorénavant sous ces hypothèses. Nous 
supposons de plus que n ^ 2 , car si n = 1, il suffit maintenant d’appliquer 
[22, Theorem 1.1] pour conclure. 

La fibre générique de / est lisse, puisque X l’est, et elle est géométri¬ 
quement intègre. Quitte à rétrécir l’ouvert dense U C P^ apparaissant dans 
l’énoncé du théorème, on peut donc supposer que toutes les fibres de / au- 
dessus de U sont lisses et géométriquement intègres. Nous allons fixer un point 
c G U(fc), mais avant de préciser son choix, introduisons quelques notations 
qui en dépendent. Soient A la fc-variété des droites de P^ passant par c et 
tt: D —>■ a le fibré en droites projectives tautologique : il existe un morphisme 
canonique cr : D —>■ P^ rendant le triangle 


D 



commutatif, où la flèche horizontale est l’application rationnelle associant à 
un point x de P^ \ {c} la droite contenant c et x. Le morphisme a n’est autre 
que l’éclatement de P][ de centre c. 

Proposition 3.10 — Quitte à bien choisir c G U(fc), on peut supposer, 
pour prouver le théorème, que l’application rationnelle /': X ---» D induite 
par cr“^ 0 / est un morphisme et que la fibre générique du morphisme composé 
TT O /' : X —>■ A est lisse et géométriquement intègre. 

Démonstration — Notons L la grassmannienne des droites de P^ et I la variété 
d’incidence 

I = {(®) G Pfc r ; O G d}. 

Posons de plus 

X' = {(x,fi)GXXfcr;/(x)G4- 

Comme X est géométriquement irréductible et / dominant, un théorème de 
Bertini (cf. [41, I, Th. 6.10]) assure que la fibre générique de la projection 
X' —>■ r est géométriquement irréductible. Il en va donc de même de la fibre 
générique de la projection X' Xp I —>■ I, d’où l’existence d’un ouvert dense 
de I au-dessus duquel les fibres de X' x p I —>• I sont toutes géométriquement 
intègres. Notant p: I —>■ P^ la projection canonique, on en déduit l’existence 
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d’un ouvert dense V C tel que la fibre de X' Xp I —i I au-dessus du point 
générique de p~^(c) soit géométriquement intègre pour tout c G V. Quitte à 
rétrécir V, on peut supposer / plat au-dessus de V (cf. [EGA IV 2 , 6.9.1]). 

Fixons alors c G (U fl V)(Â:). La variété A s’identifiant à p~^{c), il est 
légitime de noter X' Xp A —>■ A la restriction de X' Xp I —1 I au-dessus 
de p~^{c). Celle-ci se factorise naturellement par D, de sorte que l’on obtient 
le diagramme commutatif suivant, dans lequel la flèche horizontale supérieure 
est la projection canonique et le carré de gauche est cartésien. 



Par construction, la fibre générique de la flèche oblique X' x p A —>■ A dans le 
diagramme ci-dessus est géométriquement intègre. 

Les éclatements commutent aux changements de base qui sont plats 
au-dessus du sous-schéma fermé que l’on éclate. Par définition de V, le 
morphisme / est plat aux points de X^. Comme par ailleurs a est l’éclatement 
du point c G et que le carré de gauche dans le diagramme ci-dessus est 
cartésien, on en déduit que a' est l’éclatement de la fibre X^ dans X. En 
particulier, étant donné que X est lisse et géométriquement intègre et que X^ 
est lisse, la variété X' Xp A est elle-même lisse et géométriquement intègre et 
ct'“^(X^) est un fibré projectif (localement libre) sur X^ (cf. [39, II, 8.24]). 

La proposition 3.7, appliquée à la variété X' Xp A, au morphisme f o a' 
et à l’application rationnelle montre que pour prouver le théorème pour 

X ^ P(], il suffit de l’établir pour X' Xp A > P(]. Quitte à remplacer X 
par X' Xp A, on peut donc supposer que l’application rationnelle o / 
est définie partout et que la fibre générique du morphisme tt o a~^ o f est 
géométriquement intègre. L’hypothèse que c G U est en effet conservée puisque 
la variété {foa')~^{c) admet une structure de fibré projectif (localement libre) 
sur X^. De plus, la fibre générique de tt o a~^ o f est automatiquement lisse 
puisque la variété X est elle-même lisse. □ 

Nous fixons dorénavant c G U(fc) au moyen de la proposition 3.10 et 
supposons les conclusions de cette proposition satisfaites. Le diagramme 
commutatif suivant résume la situation. 


X- 
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Posons g = TT O f' et notons rj le point générique de A. 

Lemme 3.11 — Soit S € A. La fibre générique du morphisme f'g: Ag ^ 
déduit de f' par changement de base est lisse et géométriquement intègre. 

Démonstration — La fibre générique de fg est égale à la fibre de / au-dessus 
du point générique de cr(D^). Celui-ci appartient à U puisque c£UnCT(D^) 
et que U est ouvert, ce qui prouve le lemme. □ 

Considérons maintenant le morphisme de K(A)-variétés /': —>■ D^. 

C’est un morphisme propre, sa fibre générique est lisse et géométrique¬ 
ment intègre (cf. lemme 3.11) et est lui-même géométriquement intègre 
(cf. conclusion de la proposition 3.10). Comme est une droite projective 
sur g, ces hypothèses entraînent que /)) est plat (cf. [39, III, 9.7]). L’en¬ 
semble .Æ des points de au-dessus desquels la fibre de /)) n’est pas lisse et 
géométriquement intègre est donc un fermé strict de (cf. [EGA IV 3 , 12.2.4 
(iii)]). Pour chaque m G ./#, notons (Y^ la famille des composantes 

irréductibles de et ^ la multiplicité de ^ dans Notons F 

l’adhérence de dans D. Pour m G notons m l’adhérence de m dans D 
et pour i G notons Y^ ^ l’adhérence de Y^ ^ dans X. Munissons tous ces 
fermés de leur structure de sous-schéma fermé réduit. 

Le lemme suivant, appliqué aux morphismes Y^ ^ m, fournit un ouvert 
dense j C m et un ^-schéma fini étale connexe j pour chaque 
m G .Æ et chaque î G I^. 

Lemme 3.12 — Soient S un schéma noethérien intègre et f : A ^ S un mor¬ 
phisme de type fini dont la fibre générique est irréductible et géométriquement 
réduite. Il existe un ouvert dense Y C S et un Y-schéma fini étale connexe R 
tels que pour tout v GY tel que R„ soit intègre, le schéma X„ soit intègre et la 
fermeture algébrique de k(v) dans k(X„) soit isomorphe, comme K{v)-algèbre, 
à k(R^). 

Démonstration — Quitte à rétrécir S, on peut supposer toutes les fibres de / 
géométriquement réduites (cf. [EGA IV 3 , 9.7.7]). 

Notons g le point générique de S. L’ensemble des points réguliers de X^ 
est un ouvert de X^ (cf. [EGA IV 2 , 6.12.5]), dense dans X^ puisque X^ est 
intègre. Le complémentaire X' de l’adhérence dans X de l’ensemble des points 
singuliers de X^ est donc un ouvert de X dense dans chaque fibre de / au- 
dessus d’un voisinage de g (cf. [EGA IV 3 , 9.6.1 (ii)]). Gomme les fibres de / 
sont réduites, on voit qu’il suffit de prouver le lemme pour X' —>■ S plutôt que 
pour X —>■ S. Autrement dit, on peut supposer que X' = X, c’est-à-dire que la 
fibre générique de / est régulière. On fait donc dorénavant cette hypothèse. 

Notons K la fermeture algébrique de k(S) dans k(X^). Comme X^ est 
de type fini et géométriquement réduit sur g, l’extension K/k(S) est finie et 
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séparable (cf. [EGA IV 2 , 4.6.3]). Quitte à rétrécir S, on peut donc supposer 
qu’il existe un S-schéma fini étale connexe R de fibre générique Spec(K) —1 rj. 
Le schéma est normal, étant régulier ; il existe donc un morphisme 
canonique X^ —>• Spec(K) dont la composée avec Spec(K) —1 77 soit égale 
à /. Par conséquent, quitte à rétrécir encore S, on peut supposer qu’il existe 
un morphisme /^ : X —>■ R rendant le triangle 

X- - - 


R 

commutatif (cf. [EGA IV 3 , 8.8.2]). De plus, X^ étant géométriquement irré¬ 
ductible sur K, il existe un ouvert dense de R au-dessus duquel les fibres 
de /' sont géométriquement irréductibles (cf. [EGA IV 3 , 9.7.7]). Gomme le 
morphisme R —>■ S est fermé, un dernier rétrécissement de S permet de 
supposer que toutes les fibres de /' sont géométriquement irréductibles. 

Soit V G S tel que R^ soit intègre. Le schéma X„ est à la fois une fibre 
de / et une fibre de /'. Il est donc géométriquement réduit sur k(v) et 
géométriquement irréductible sur k(Rj,). En particulier il est intègre et l’on 
a une suite d’inclusions k(v) C «^(R^,) C «;(X„), où l’extension k(X^)/k{v) 
est séparable (cf. [EGA IV 2 , 4.6.3]) et où /«(R^) est séparablement fermé 
dans k(X„) (cf. [EGA IV 2 , 4.6.1]). Il en résulte que la fermeture algébrique 
de k(v) dans k(X„) est k(R^), comme il fallait démontrer. □ 

Traduisons en termes des j et des R^ j les hypothèses sur le mor¬ 
phisme /. 

Lemme 3.13 — Pour tout m G ^ , il existe i G I^ tel que ^ = 1 et que 
le revêtement étale R„ j —>■ j soit ahélien. 

Démonstration — Soit m G ^ tel que a{m) ^ c. Comme a est l’éclatement 
de centre c, la fibre de /' en m s’identifie à la fibre de / en aim) et le 
point aim) est de codimension 1 dans P^. La conclusion recherchée résulte 
donc immédiatement des hypothèses du théorème. 

Nous allons maintenant établir que c ^ cr(.^), ce qui terminera la 
preuve du lemme. Le seul point de a~^(c) qui appartienne à est le 
point générique de cr“^(c). Notons-le La variété X^ est projective, lisse 
et géométriquement intègre (cf. conclusion de la proposition 3.10) et la fibre 
générique de /]) : X^ —>■ est géométriquement intègre (cf. lemme 3.11). Par 
conséquent, toute fibre lisse de est géométriquement intègre. La fibre de /' 
en ^ est égale à la fibre générique du morphisme /“^(c) —>■ a~^(c) induit 
par /'. Celle-ci est lisse ; en effet, la variété f~^{c) est elle-même lisse, puisque 
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c G U. Ainsi a-t-on prouvé que la fibre de /' en ^ est lisse et géométriquement 
intègre, autrement dit que ^ ^ d’où le résultat. □ 

Soit C A un ouvert dense disjoint pour tout m G ^ du fermé 
7r(TO \ (flieim ■ Quitte à rétrécir les ouverts C m, on peut supposer 

que 

V^,, = ^-i(A°)nm (3.3) 

pour tout m G ^ et tout i G I^, ce qui n’a d’autre but que de simplifier les 
notations. 

Lemme 3.14 — Quitte à rétrécir l’ouvert A° C A, on peut supposer que le 
morphisme 7r“^(A°) fl F —>■ A° induit par tt est fini et étale et que pour tout 
(5 G A°, les propriétés suivantes sont vérifiées : 

1. La variété est lisse et géométriquement intègre sur k(ô). 

2. Le morphisme /^ : —>■ est propre, plat, de fibre générique géométri¬ 

quement intègre. 

3. Les fibres de f'g au-dessus du complémentaire de D^flF dans sont lisses 
et géométriquement intègres. 

4 . Soit a; G nF. Comme 7 r“^(A°) flF —>■ A° est étale, il existe un unique 

m G ./âi tel que x G fh. Pour i G notons (resp. la fibre 

en X de la composée ^ C X ^ D (resp. de f). Alors le morphisme 
canonique 



induit une bijection entre composantes irréductibles, et pour tout f G 
la multiplicité dans X,j, de chaque composante irréductible de (Y.^ est 
égale à e^^. 

Démonstration — L’assertion préliminaire résulte de la finitude de l’en¬ 
semble .Æ ; celui-ci s’identifie en effet à la fibre générique du morphisme 
F —)■ A induit par tt. La propriété 1 pour S = rj est satisfaite par hypothèse 
(cf. conclusion de la proposition 3.10). Elle est donc satisfaite pour tout 6 dans 
un ouvert dense de A. La propriété 2 est mise pour mémoire (cf. lemme 3.11 ; 
comme précédemment, la platitude découle de la propriété 1 et de [39, III, 
9.7]). La propriété 3 est justiciable de [EGA IV 4 , 17.7.II (in)], appliqué au 
A-morphisme X\/'“^(F) —>■ D\F induit par /' (pour l’intégrité géométrique, 
utiliser par exemple [EGA IV 3 , 9.7.7 et 9.5.2]). Le morphisme de la propriété 4 
est la fibre en x de la composée 
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OÙ (X~)j.g(j désigne le sous-schéma fermé réduit de X~ d’espace topologique 
sous-jacent X~. Considérons a comme un morphisme de m-schémas. Sa 
restriction au-dessus du point générique de rh est un morphisme birationnel. 
Sa restriction au-dessus de chaque point d’un certain ouvert dense de m est 
donc un morphisme birationnel. Quitte à rétrécir A°, on peut supposer 
disjoint de l’image par tt du complémentaire dans m de cet ouvert dense. La 
première partie de la propriété 4 est alors établie. L’assertion concernant les 
multiplicités des composantes irréductibles résulte maintenant de [EGA IV 3 , 
9.8.6]. □ 

Pour chaque ù G A, on notera Br^gj.j(X^) le groupe de Brauer vertical du 
morphisme /^: X^ —1 D^, c’est-à-dire le sous-groupe de Br(X^) constitué des 
classes dont la restriction à la fibre générique de fg est l’image réciproque 
d’une classe de Br(«;(D^)). 

Proposition 3.15 — Le groupe est fini et il existe 

un ensemble hilbertien H C A(A:) tel que pour tout ù G H, /o flèche de 
spécialisation 

Brvert(X^)/ff*Br(77) —1 BT^^^fiXs)/g*BT{k) 
soit bien définie et surjective. 

Si ..., A^ G Br^gj.j(X^) est une famille finie dont les images dans 
Br^g^j(X^)/ 5 *Br(? 7 ) engendrent ce groupe, une flèche de spécialisation comme 
ci-dessus est définie pour tout 5 appartenant à un ouvert dense A° C A 
assez petit pour que les classes A.^ appartiennent au groupe /'*Br( 7 r“^(A°)) 
(cf. preuve ci-dessous). Ce que la proposition affirme, c’est que cette flèche est 
surjective si 5 appartient à un sous-ensemble hilbertien bien choisi de A*^. 

Démonstration — Rappelons que pour m G et i G I^, on dispose d’un 
revêtement étale connexe j —>■ 7 r“^(A°) fl fh. Notons 

e^^^Res: Hi(K(m),Q/Z) —^ H^(K(R„_i), Q/Z) 

la composée de la flèche de restriction associée à ce revêtement et de la 
multiplication par j. Pour m G posons 

= Ker ( Q/Z) > J] H'(Ac(R™,i), Q/Z) 

V i&lm 


Lemme 3.16 — Pour tout m G le groupe est fini. 

Démonstration — Cela résulte du lemme 3.13. En effet, si i G est tel que 
^m,i = 1 , le noyau de la flèche jRes est déjà fini puisqu’il s’identifie à 
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l’ensemble des classes d’isomorphisme d’extensions cycliques de K{m) qui se 
plongent dans J et que J est une extension finie (et séparable) 

de k(to). □ 

Fixons un point rationnel oo G {D^\^){r]) et posons W = D\ (FUôo), où 
5o désigne l’adhérence de oo dans D. Pour chaque m G ^ et chaque r G K^, 
choisissons une classe ,, G Br(D^ \ {m, oo}) dont le résidu en m soit égal 
à r; une telle classe existe d’après la suite exacte de Faddeev (cf. [23, §1-2]), 
puisque est isomorphe à Soit B C Br(D^nW) le sous-groupe engendré 
par la famille (A^ r)me^ r-eK^ ! lemme 3.16 montre que ce groupe est fini. 
Soit d) C H^(? 7 , Q/Z) l’image de B par la flèche Br(D^nW) —)■ Q/Z) qui 

à une classe de Br(D^ fl W) associe son résidu au point oo. Soit enfin Bq C B 
le noyau de la surjection naturelle B —>■ d>. 

Lemme 3.17 — Le groupe Br.^,gj.^(X^)/5*Br(77) est engendré par /'*Bq. 

(Nous notons /^* la flèche Br(K(D^)) —>• Br(K(X^)) induite par la fibre 
générique de /^. Ce léger abus ne cause pas d’ambiguïté puisque Br(X^) est 
un sous-groupe de Br(K(X^)). De tels raccourcis seront employés à nouveau 
par la suite mais ne seront plus signalés.) 

Démonstration — Vérifions d’abord que les classes de /))*Bq sont non ramifiées 
sur X^. Elles sont évidemment non ramifiées sur /))“^(D^ fl W). Par définition 
de Bg, elles sont non ramifiées sur /'“^(oo). De plus, pour tout m G et 
tout r G K^, la classe est non ramifiée sur d’après [23, 

Proposition 1.1.1], d’où l’assertion. 

La proposition précitée montre par ailleurs que toute classe de Br^g^j(X^) 
est l’image réciproque par d’une classe de A G Br(D^ fl W) dont le résidu 
en m appartient à pour tout m G ^ et dont le résidu au point oo est 
trivial. Il existe donc A' G B tel que A —A' G Br(D^\{oo}). Ce dernier groupe 
est réduit à 7 r*Br( 7 y), d’après la suite exacte de Faddeev. Par conséquent, il 
existe 7 G Br(? 7 ) tel que A = A'-|- 7 r* 7 . Il reste seulement à vérifier que A' G Bg, 
mais cela résulte de cette même égalité. □ 

Comme les groupes B, $ et pour m & ^ sont finis, quitte à rétrécir A°, 
on peut supposer que B C Br( 7 r“^(A°) fl W), que $ C H^(A°,Q/Z) et que 
C H^( 7 r“^(A°)nm, Q/Z) pour tout m G . Par ailleurs, quitte à rétrécir 
encore A°, on peut supposer le morphisme 7 r“^(A°) fï (F U 5o) —>■ A° induit 
par TT fini et étale. 

Notons j^o : 7 r“^(A°) fl W —>■ TT ^(A*^) l’immersion ouverte canonique. La 
suite spectrale de Leray 


Hî’(^-i(A0), R^Jao*G^) ^ Hî’+^(7r-i(A0) n W, G^) 
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pour le morphisme j^o et le faisceau étale induit une flèche 


H2(7r-i(A°), Br(^-i(A°) n W). 


(3.4) 


Lemme 3.18 — Quitte à rétrécir A°, on peut supposer que pour tout m € ^ 
et tout r G la classe ^ appartient à l’image de la flèche (3.4). 

Démonstration — Notons : 7 r“^(? 7 ) fl W —1 7 r“^(? 7 ) l’immersion ouverte 
canonique. Les deux lemmes suivants montrent que si A*^ est assez petit, 
les restrictions des classes à Br( 7 r“^(? 7 ) fl W) appartiennent à l’image de 
la composée 

H2(7r-i(A0),j^o,G^) H2(7r-i(r;),j^,G^) Br(^-i(, 7 ) n W), 

où la première flèche est la flèche de restriction à la fibre générique de tt et la 
seconde est induite par la suite spectrale de Leray associée à 

Lemme 3.19 — Soient C une courbe lisse sur un eorps parfait et j : U —1 C 
une immersion ouverte. La flèche H^(C,j*G^) — 1 Br(U) induite par la suite 
spectrale de Leray est un isomorphisme. 

Démonstration — Soient c un point géométrique de C et V = UxQSpec(^C g). 
Pour tout entier q, la tige en c du faisceau étale R'^j^Gj^ est égale à H«(V, Gj^^). 
Pour g = 1, ce groupe s’identifie au groupe de Picard de V (théorème de 
Hilbert 90). Pour q = 2, c’est par définition le groupe de Brauer de V. Le 
schéma V peut être un trait strictement local, le spectre d’un corps de degré 
de transcendance ^ 1 sur un corps algébriquement clos, ou le schéma vide. 
Dans les trois cas, les groupes de Picard et de Brauer de V sont nuis (cinq de 
ces assertions sont triviales, la sixième résulte du théorème de Tsen). 

Ainsi a-t-on prouvé que = 0 pour q G {1,2}. La suite spectrale 

de Leray permet d’en déduire le résultat voulu. □ 

Lemme 3.20 — Soient S un schéma intègre, X —>■ S wn morphisme de 
sehémas quasi-compact et quasi-séparé et j : U —>■ X une immersion ouverte 
quasi-eompaete. Pour tout S-schéma V, notons jy: Uy —>■ Xy le morphisme 
déduit de j par changement de base. Notons de plus I l’ensemble ordonné 
filtrant des ouverts affines non vides de S et rj le point générique de S. Alors, 
pour tout entier n fi 0, le morphisme canonique 

hm H"(Xy,jy,G^) ^ H"(X^,J^,G„) 

V6I 

est un isomorphisme. 

Démonstration — C’est un cas particulier de [33, Exp. VII, Cor. 5.8], compte 
tenu de ce que pour tout Vq G I et tout V G I tel que V C Vq ou pour V = ry. 
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notant / l’inclusion de Xy dans Xy^, la flèche canonique de faisceaux étales 
sur Xy 

/ JVo^^m ^ Jv*^m 

est un isomorphisme. Cette dernière affirmation est triviale lorsque V G 1. 
Pour V = ? 7 , le point délicat est de vérifier qu’étant donnés un schéma W, 
un morphisme W —>■ X^ étale et de présentation finie et un U^-morphisme 
W —>• Gj^ u^, on peut étendre tous ces objets au-dessus d’un ouvert 

dense de Vq ; ceci résulte de [EGA IV 3 , 8.8.2] et [EGA IV 4 , 17.7.8 (ii)]. □ 

Le morphisme rj —>■ induit un morphisme entre les suites spectrales de 

Leray associées à et à j^o, d’où la commutativité du carré 

H2(tt-i(AO),> Br(^-1 (AO) n W) 
ïP{Tr-\T]),j^^G^) -^Br( 7 r-i( 77 ) n W), 

dont la flèche verticale de droite est injective. Ceci termine de prouver le 
lemme 3.18. □ 

Nous sommes maintenant en position de définir l’ensemble hilbertien H. 
Rappelons que pour tout m G le morphisme 7 r“^(A 0 ) n m —>■ AO 
est par hypothèse un revêtement étale connexe (cf. lemme 3.14), et l’on 
dispose par ailleurs pour chaque i G 1^ d’un revêtement étale connexe 

j —>■ 7 r“^(A 0 ) n fh (cf. équation (3.3)) ; d’où, par composition, un revête¬ 
ment étale connexe R^ ^ AO. D’autre part, chaque élément de d» définit un 
revêtement étale connexe (cyclique) de AO puisque $ C H^(A0, Q/Z). Soit H 
l’ensemble des S G A0(A:) tels que la fibre en 6 de chacun des revêtements 
étales connexes de A° évoqués ci-dessus soit connexe. 

Soit ù G H. Notons 1^: H W — >■ 7 r“^(A°) fl W l’immersion fermée 

canonique et V 3 *Bg l’image de Bg par cp* : Br( 7 r“^(A°) fl W) —>■ Br(D^ fl W). 
Nous allons maintenant démontrer que le groupe Br^gj.j(X^)/g*Br(fc) est 
engendré par /^*i^*Bq, ce qui terminera la preuve de la proposition. 

Pour la commodité du lecteur, nous résumons dans le lemme ci-dessous les 
propriétés du morphisme fg. Elles découlent immédiatement des conclusions 
du lemme 3.14, de la définition des revêtements R^ j et de la définition de H. 

Lemme 3.21 — Le morphisme /^ : X^ —>■ est un morphisme propre, plat, 
de fibre générique géométriquement intègre, entre variétés projectives, lisses 
et géométriquement intègres. Il est lisse au-dessus de \ F^. L’application 
.Æ m I—>■ D^rim définit une hijection entre .Æ et l’ensemble des points 

fermés de au-dessus desquels la fibre de fg est singulière. Pour tout m G 
./#, les composantes irréductibles de /^“^(D^flm) sont exactement les fermés 
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^ . Pour 171 G ^ et i € la fermeture algébrique de 

n to) dans est isomorphe, comme f] fh)-algèbre, à 

et la multiplicité de (Y„,i)D^n~ ^ w) est j. 

Vérifions que les classes de /^*(/?*Bq sont non ramifiées sur X^. Elles sont 
évidemment non ramifiées sur /^“^(D^flW), puisque Bg C Br(7r“^(A°) fl W). 
Qu’elles soient non ramifiées aux autres points de codimension 1 de X^ résulte 
de la description ci-dessus des fibres singulières de fg, des deux lemmes 
suivants et de [23, Proposition 1.1.1]. 

Lemme 3.22 — Pour tout m G tout r G et tout s G ^ U {oo}, le 
résidu de ip*A^^ au point fermé fl s de est égal à l’image du résidu 
de ^ en s par la flèche de restriction 

(tt-i (A°) n s, Q/Z) (D^ n Q/Z). (3.5) 

(Le résidu de ^ en s appartient à H^(7r“^(A°)ns, Q/Z) car il appartient 
à K„.) 

Démonstration — Les variétés considérées sont résumées dans le diagramme 
suivant, qui permet en outre de donner des noms aux flèches qui n’en possèdent 
pas encore. 


TT ^(A°)nW - — -s- TT ^(A°)^-- TT ^(A°)ns 


-- 

- 


i 

^ -\-ir . T-> 

^<5 . 


D^nw -- >0^^ --D^ns 

Tous les morphismes de ce diagramme sont des immersions fermées, excepté 
et jg, qui sont des immersions ouvertes. 

Les schémas 7r“^(A°) fl? et fl s sont normaux, puisqu’ils sont par 
hypothèse étales respectivement au-dessus de A° et de 5. Toute composante 
connexe d’un (7r“^(A°) fl s)-schéma étale (resp. d’un (D^ fl s)-schéma étale) 
est donc aussi une composante irréductible. Cette remarque permet de définir 
un morphisme jAo*Clm *ao*Z (resp. 1 ig,,Z) de faisceaux étales 

sur 7r“^(A°) (resp. sur D^) en associant à une fonction rationnelle sur un 
7 r“^(A°)-schéma étale connexe (resp. sur un D^-schéma étale connexe) la fa¬ 
mille de ses valuations sur les composantes irréductibles de l’image réciproque 
de 7r“^(A°) fl s (resp. de fl s). Les morphismes que l’on vient de définir 
s’inscrivent dans le carré 

Jao*G1i„ -ï" *AO*Z 




(3.6) 
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de faisceaux étales sur tt ^(A°), où les flèches verticales sont les flèches 
canoniques. 


Sous-lemme 3.23 — Le carré (3.6) est commutatif. 

Démonstration — Le point clé est que les sous-variétés fermées 7r“^(A°) fl? 
et de 7r“^(A°) se rencontrent transversalement au point En déduire 

la commutativité du carré (3.6) est une vérification aisée, compte tenu que 
la transversalité de l’intersection de deux sous-schémas fermés réguliers d’un 
schéma régulier est préservée par image réciproque par un morphisme étale. 
Pour établir le point clé, il suffit d’utiliser l’hypothèse que 7r“^(A°) fl s est 
étale sur A°. Celle-ci entraîne que tout vecteur tangent à A° se relève en un 
vecteur tangent à 7 r“^(A°)ns. Tout vecteur tangent à 7 r“^(A°) en D^fls s’écrit 
donc comme la somme d’un vecteur tangent à 7 r“^(A*^) fl s et d’un vecteur 
dont l’image par tt est nulle, autrement dit, d’un vecteur tangent à D^. Ceci 
signifie, par définition, que 7r“^(A°)n? et se rencontrent transversalement 
en n s. □ 

Appliquant le foncteur H^(7r“^(A°), —) au carré (3.6), on obtient la face 
de gauche du diagramme suivant. Les flèches obliques de droite sont les flèches 
de résidu. Comme 7r“^(A°) fis et fis sont des schémas normaux, il résulte 
de la suite spectrale de Leray pour l’inclusion du point générique que les 
groupes H'î(7r“^(A°), Q) et H‘?(7r“^(D^ fl s),Q) sont nuis pour tout g > 1. 
Par conséquent, les flèches naturelles (tt”^ (A°), Q/Z) —>• H^(7r“^(A°), Z) 
et H^(D^ n s, Q/Z) —>• H^(D^ fl s, Z) sont des isomorphismes; ce sont leurs 
inverses qui apparaissent dans le diagramme ci-dessous. 


H2(^-1(AO),j^o.GJ 


-^Br(7r-i(A0) n W) 



Ce diagramme est commutatif. En effet, la face de gauche l’est grâce au sous- 
lemme 3.23 et les faces horizontales le sont par définition des flèches de résidu. 
Pour tout m & Jié et tout r G K,„, la classe G Br(7r“^(A°) fl W) 

provient par hypothèse d’un élément de L[^(7r“^(A°), (cf. conclusion 

du lemme 3.18). La commutativité du diagramme ci-dessus permet donc de 
conclure. □ 
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Pour m G ^ et t G I„, notons 

e„,,Res, : H1(D, n m, Q/Z) Q/Z) 

la composée de la flèche de restriction associée au revêtement étale connexe 
(R^ —>■ n m et de la multiplication par 

Lemme 3.24 — Pour tout m G la suite 

-iHHD,nm,Q/Z) H1((R^^,)„ Q/Z), 

ielm 

dans laquelle la première flèche est la restriction de (3.5) à K^, est exacte. 

Démonstration — Soit m G .flé . Que cette suite forme un complexe résulte de 
la définition de K.^ et de la commutativité des carrés 

Hi(7r-i(A0) n m, Q/Z) > Hi(R,„,„ Q/Z) 

e Resx 

Ri (D, n m, Q/Z) -^^ Q/Z) 

pour i G l.^. Considérons maintenant une classe de H^(D ,5 fl m, Q/Z) ap¬ 
partenant au noyau de la seconde flèche de ce complexe et choisissons une 
extension cyclique é/nÇDg fl m) la représentant (rappelons que fl m est le 
spectre d’un corps). Il existe un Zq G tel que = 1 (cf. lemme 3.13). 
L’appartenance de la classe de £ au noyau de la restriction 

Hi(D, n m, Q/Z) Q/Z) 

signifie que l’extension é/n{D^ fl m) se plonge dans K((Rm,io)< 5 )/'^(D 5 H m). 
Autrement dit, le morphisme (Rm,io )<5 —>■ fl m se factorise en (Rmyo)^ 

Spec(£) —>■ D ,5 n m. Comme (Rm^ij,)^ est connexe, cette factorisation s’étend 
en une factorisation 

Rm.io —^ L —^ 7r-\A°) n m 

du revêtement étale connexe —>■ 7r“^(A°) flm, où L —>• 7r“^(A°) flm est 

un revêtement cyclique dont la fibre en ù s’identifie à Spec(é). Il reste à vérifier 
que la classe [L] de L dans H^(7r“^(A°)nm, Q/Z) appartient à K^. Soit donc 
i G I^. Notons Lj —>■ 7r“^(A°) fl m un revêtement cyclique connexe dont la 
classe [Lj] dans H^(7r“^(A°)nTO, Q/Z) soit égale à JL]. L’appartenance de 
la classe de é au noyau de jRes ,5 se traduit par l’existence d’une factorisation 
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du morphisme (R^ —>■ flm par (LJ^. Comme (R„ j)^ est connexe, ceci 
entraîne que le morphisme R,„ j —>■ 7r“^(A°) fl m se factorise par Lj, ce qui 
à son tour implique que [LJ appartient au noyau de la flèche de restriction 
H^(7r“^(A°) riTO, Q/Z) —>• H^(R^ j,Q/Z), autrement dit que [L] appartient 
au noyau de ^Res, comme il fallait démontrer. □ 

Le lemme 3.21 et la proposition [23, Proposition 1.1.1] montrent que toute 
classe de Br^gj.j(X 5 ) est l’image réciproque par fg d’une classe A G Br(D^nW) 
dont le résidu en fl m appartient au noyau de iRes^ pour tout m G ^ 
et tout i G et dont le résidu en fl 5o est nul. D’après les lemmes 3.24 
et 3.22, il existe A' G B tel que (p*A' et A aient mêmes résidus en flm pour 
tout m G On a alors A — (p*A' G Br(D^ \ (D^ flôo)). Ce dernier groupe 
est réduit à 7rJBr(fc) d’après la suite exacte de Faddeev; d’où l’existence de 
7 G Br(Â:) tel que A = ip*A' + Trjy. En particulier, comme A est non ramifiée 
au point fl 5o, il en va de même pour ip*A'. Autrement dit, et compte 
tenu du lemme 3.22, l’image de A' dans d» appartient au noyau de la flèche 
H^(A°,Q/Z) —>• H^((î, Q/Z) d’évaluation en S. La restriction de celle-ci au 
sous-groupe $ C H^(A°, Q/Z) est injective par déflnition de H. L’image de A' 
dans $ est donc nulle, ce qui signifle encore que A' G Bq. On a alors bien établi 
que toute classe de Br^g,.t(X^) s’écrit comme la somme d’une classe constante 
et de l’image réciproque par fg d’une classe de V5*Bo, et la proposition 3.15 
est donc démontrée. □ 

Nous pouvons maintenant terminer la preuve du théorème 3.4. Soient 
(P«)«en e n«enX(fc«) une famille orthogonale à Br^grt(X) et B C 
un sous-groupe fini engendrant Br^gj.j(X^)/g*Br(? 7 ). (Rappelons que dans 
Br.^,gj.j(X), le symbole « vert » fait référence au morphisme / (ou au mor¬ 
phisme /', c’est équivalent), alors que dans Br^g,.t(X^) pour ù G A (et 
notamment pour ô = rj), il fait référence au morphisme fg.) 

La variété A est fc-isomorphe à Par ailleurs, chaque flbre de g 

contient un ouvert géométriquement intègre d’après le lemme 3.11. Tontes 
les conditions sont donc réunies pour appliquer le théorème suivant, dû à 
Harari, au morphisme (/: X —>■ A et au sous-groupe B C Br(X^). 

Théorème 3.25 (cf. [34, Théorème 1]) — Soient k un corps de nombres 
et X une variété projective, lisse et géométriquement connexe sur k, munie 
d’un morphisme /: X —>■ de fibre générique géométriquement intègre. 

Supposons que chaque fibre de / au-dessus du complémentaire d’un fermé 
de codimension fi 2 contienne un ouvert géométriquement intègre. Soient g le 
point générique de P^ et B C Br(X,j) un sous-groupe fini. Notons B' C Br(X) 
le groupe (B -|- /*Br(? 7 )) n Br(X) C Br(K(X)) et U C P^ un ouvert dense 
au-dessus duquel f soit lisse, suffisamment petit pour que B C Br(Xu). 
Pour tout (P„)„gn € X(Aj,)® et tout ensemble hilbertien H C P"(fc), il 
existe d G H fi U et une famille (Q„)„gn € Xg(Aj,)®'’ arbitrairement proche 
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de (P^)„go G o'à Bg C Br(Xg) désigne l’image de B par la flèche de 

restriction Br(Xu) —>■ Br(Xg). 

Comme (B + 5 *Br(? 7 )) fl Br(X) C Br^grj(X), il existe <5 G H et une famille 
G ^si-^k) arbitrairement proche de (P^)„go ^t orthogonale à l’image 
de B par spécialisation en ô, où H est l’intersection de l’ensemble hilbertien 
donné par la proposition 3.15 et de celui déterminé par les revêtements étales 
connexes j —>■ A° pour m G et i G I„. Vu la définition de H, la famille 
®st alors orthogonale à Br^gj.t(X^). Des conclusions du lemme 3.14, 
du lemme 3.13 et de la définition des revêtements j résultent les propriétés 
suivantes : la variété X^ est projective, lisse, géométriquement intègre, le 
morphisme /^ : X^ —>■ est plat, sa fibre générique est géométriquement 
intègre et pour tout m G D^, la fibre fg~^im) contient une composante 
irréductible de multiplicité 1 dans le corps des fonctions de laquelle la ferme¬ 
ture algébrique de «(m) est une extension abélienne de K{m). On peut donc 
appliquer [22, Theorem 1.1] au morphisme fg et au point adélique (Qt,)^gn, 
et conclure quant à l’existence de x G D^(fc) fl (7“^(U) arbitrairement proche 
de (f'(QJ)yen et tel que /' ^(x) soit lisse et possède un point adélique. Le 
point ct(x) g P"(A:) appartient alors à fl U(fc) et est arbitrairement proche 
de la famille (/(P„))^gf 2 . □ 

Remarque — L’hypothèse de Schinzel n’a servi qu’à appliquer [22, Theo¬ 
rem 1.1]. Avec une version adaptée du théorème d’Harari, on obtiendrait 
donc, suivant exactement la même preuve, des résultats inconditionnels sur les 
0 -cycles de degré 1 généralisant ceux de [22] à des fibrations au-dessus de P^. 

Remarque — On pourrait être tenté de prouver le théorème en raisonnant 
comme dans [22, Theorem 1.1]. Il s’agirait, une fois la réduction au cas 
projectif et lisse accomplie, d’appliquer directement le « lemme formel » à une 
famille finie A^, ..., A^ G Br^gj.j(X^) engendrant Br^gj.^(X^)/g*Br(y), ce qui 
fournirait un ensemble fini S de places de k. Notant H l’ensemble hilbertien 
donné par la proposition 3.15 et V C A un ouvert dense assez petit pour 
que les classes Aj soient non ramifiées sur on choisirait ensuite un 

à G H n V arbitrairement proche d’une famille fixée G 

à l’aide de la version d’Ekedahl du théorème d’irréductibilité de Hilbert 
(cf. [27]). L’hypothèse de Schinzel fournirait enfin un x G D^(fc) pour lequel 
on pourrait espérer que possède un point adélique. L’existence d’un 

/c^-point de serait facile à assurer pour v G S (proximité de ô et de è„) 

et pour toute place v de bonne réduction pour /'“^(x), quitte à imposer à S 
d’être suffisamment grand (estimations de Lang-Weil et lemme de Hensel). On 
voudrait alors se servir d’un argument de réciprocité basé sur la conclusion 
du « lemme formel » pour obtenir l’existence d’un fc^-point aux places de 
mauvaise réduction hors de S (places que l’on peut même choisir hors d’un 
ensemble fini arbitrairement grand dépendant de ô). Le problème de cette 
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approche est que l’on n’a aucun contrôle sur les places v ^ S de bonne 
réduction pour pour lesquelles la réduction de ô modulo v appartient 

à la réduction modulo v du fermé A \ V. C’est un obstacle à l’argument de 
réciprocité dont il vient d’être question ; l’emploi d’un théorème plus fort tel 
que le théorème 3.25 semble ainsi inévitable. 


3.3 Généralités sur les pinceaux de quadriques dans P” 

Nous commençons par rappeler quelques propriétés élémentaires et bien 
connues des pinceaux de quadriques dans P" puis nous déhnissons des revê¬ 
tements de l’espace projectif dual (P”)* qui leur sont naturellement associés. 
Ceux-ci joueront un rôle central dans les preuves des théorèmes 3.2 et 3.3 
(cf. notamment le paragraphe 3.5.1). 

Dans tout ce paragraphe, nous fixons un corps k de caractéristique diffé¬ 
rente de 2, une clôture séparable Â: de A, un /c-espace vectoriel V de dimension 
finie et deux formes quadratiques Qi et ^2 sur V. L’espace projectif P(V) des 
droites de V sera considéré comme une variété sur k. Notons n sa dimension 
et supposons que n ^ 2. Pour t G Pj, de coordonnées homogènes t = [X : fj], 
soit Qj C P(V) la quadrique projective définie par l’équation 


Ml + = 0 - 


Toutes les propriétés de q-^ et <72 auxquelles on va maintenant s’intéresser ne 
dépendent en fait que de la famille de quadriques (Qt)tgpi. Celle-ci définit un 
pinceau si les formes Çi et <72 ne sont pas proportionnelles. 

Notons /(A, fj,) = det{Xqi+ fj,q 2 ) le déterminant de AA 4 - 7 ^ 6 , où A et B sont 
les matrices de q^ et de (72 dans une base quelconque de V. C’est un polynôme 
homogène en (A, /i), nul ou de degré n -I- 1, bien défini à multiplication par un 
élément de k* près. En particulier, ses racines et leurs multiplicités respectives 
sont bien définies. 

Soit X C P(V) l’intersection des quadriques (Qt)tgpi, autrement dit la 
sous-variété de P(V) définie par les équations ( 7 i = <72 = 0. 

Proposition 3.26 — Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) La variété X est lisse sur k et purement de codimension 2 dans P(V). 
(a) Le polynôme homogène /(A,/i) G k[X, pi] est non nul et séparable. 

(iii) Les formes quadratiques < 7 ^ et (72 ne sont pas proportionnelles et pour 

tout t le lieu singulier de la quadrique est disjoint de X. 

De plus, elles impliquent : 

(iv) Parmi les formes quadratiques Xq^ + 71^2 sttr V 0 ^, k avec {X,pi) G 

_2 

k \ {(0,0)}, toutes sont de rang ^ n et au moins une est de rang n+1. 
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Lemme 3.27 — Soit t € P^(fc). Le point t est racine simple du polynôme 
homogène si et seulement si la quadrique possède un unique point 

singulier et que celui-ci n’appartient pas à X. 


Nous allons simultanément prouver le lemme et la proposition. 

Démonstration — Les propriétés (i) à (iii) étant invariantes par extension des 
scalaires, on peut supposer k algébriquement clos. Soient (Aq, ^g) G fc^\{(0,0)} 
une racine de / et r le rang de X^qi + p.Qq 2 - Choisissons une base de V dans 
laquelle la matrice de X^qi + ^ 9(72 soit diagonale, les r premiers coefficients 
diagonaux étant non nuis ; on note cette matrice J. Pour zG{ 1, ...,n+l}, 
soit Dj (resp. D') la matrice obtenue en remplaçant la i-ème colonne de J 
par la z-ème colonne de la matrice de qi (resp. de ( 72 )- Vu la forme de J, on 
a det(Dj) = det(D') = 0 pour tout z si r < n et pour tout i ^ n si r = n. 
Compte tenu des égalités 

n+1 n+1 

-^iK,Lo) = ^àet(Di) et ^(Ag,/ig) = ^ det(D'), 

il s’ensuit que (Ao,^o) racine multiple de / si et seulement si 

det(D„+i) = det(D;,+i) = 0 ou r < zz. Ceci prouve déjà que (ii)=J>(iv). 

Notons < = [Aq : /ig]. Si r < rz et r > 0, le lieu singulier de Qj contient une 
droite ; celle-ci rencontre nécessairement X. Si r = rz, la condition det(D„^]^) = 
det(D(j_i_]^) = 0 équivaut à l’appartenance à X de l’unique point singulier de Qj. 
On a donc aussi prouvé le lemme, et par suite, l’équivalence entre (ii) et (iii). 

Il reste à établir que (i)<t^(iii). Notons T^M l’espace tangent à une 
variété M en un point rzz. Soient t G P^(fc) et ce G X(fc). Choisissons un 
U G P^(fc) \ {t}. Si la propriété (i) est satisfaite, le sous-espace T 2 ,X c P(V) 
est de codimension 2. Étant donné que est de codimension au plus 1 

dans P(V) et que T^X = fl T,j,Q„, on en déduit que T^Q( est de 

codimension au moins 1, ce qui signifie que x est un point régulier de Qj. 
D’où (i)=J>(iii). Supposons enfin que la propriété (i) ne soit pas satisfaite et 
montrons que (iii) ne l’est pas non plus. Le cas où X n’est pas purement de 
codimension 2 étant trivial, on peut supposer que X possède un point singulier 
X G X(fc). Le noyau de la matrice jacobienne en x du système (7i = <72 = 0 
est alors non nul, or la donnée d’un vecteur non nul de ce noyau équivaut 
exactement à la donnée d’un t G P^(fc) tel que la quadrique soit singulière 
en X, d’où le résultat. □ 


Supposons dorénavant que X est lisse sur k et purement de codimen¬ 
sion 2 dans P(V). Comme on vient de le voir, le polynôme / possède alors 
rz -I- 1 racines deux à deux distinctes dans P^(fc). Notons-les tg, ..., La 
propriété (iv) ci-dessus montre que chacune des quadriques Q,^. possède un 
unique Âï-point singulier, que l’on note Pj. Les fc-points Pq, ..., P„ de P(V) 
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sont globalement stables sous l’action du groupe de Galois de k sur k ; on 
n’hésitera donc pas à identifier leur ensemble à une réunion de points fermés 
de P(V). 

Proposition 3.28 — Supposons que k = k. Pour chaque i G {0, n}, 

soit Vj G V\{0} un vecteur dont l’image dans P(V) soit égale à Pj. Alors 
(vg, est l’unique base de Y, à permutation des coordonnées près et 

à homothétie près (indépendamment sur chacun des vecteurs de base), dans 
laquelle les formes quadratiques qi et q 2 soient simultanément diagonales. 

(On dit qu’une forme quadratique est diagonale dans une base donnée si 
sa matrice dans cette base est diagonale, ce qui équivaut encore à ce que la 
base soit orthogonale pour la forme quadratique en question.) 

Démonstration — Prouvons d’abord que les vecteurs Uq, ..forment une 
base de V dans laquelle q^ et ^2 sont diagonales. Il suffit pour cela de vérifier 
d’une part que les v^ sont deux à deux orthogonaux à la fois pour q.^ et 
pour ^2 et d’autre part qu’aucun des n’est isotrope à la fois pour q^ et 
pour < 72 . La seconde assertion résulte de la proposition 3.26, propriété (iii). 
Pour la première, il suffit de montrer que pour tous t, j G {0, ..., n} distincts, 
il existe t, t' G P^(fc) distincts tels que les vecteurs et Vj soient orthogonaux 
pour les deux formes quadratiques Xqi + fj,q 2 et X'qi + p!q 2 , où t = [A : /x] et 
t' = [A' : p']. Il est immédiat que cette condition est satisfaite pour {t,t') = 
puisque Vj (resp. v^) est alors orthogonal à tout V pour Xq^ + pq 2 
(resp. A'( 7 i +^^' 92 )- 

Établissons maintenant l’unicité. Supposons que dans une base de V l’on 
puisse écrire qi = ^2 = ^”=0 racines de / sont alors les 

t^ = [—: aj G P^(A:) pour i G {0, ..., n}. La droite engendrée par le t-ème 
vecteur de base est évidemment un point singulier de ce qui signifie que 
ce vecteur est colinéaire à v^. □ 

Corollaire 3.29 — Aucun hyperplan de P(V) ne contient simultanément 
tous les k-points Pg, ..., P„. 

Corollaire 3.30 — Le polynôme / est scindé si et seulement s’il existe une 
base de V dans laquelle les formes quadratiques q^ et <72 sont simultanément 
diagonales. 

Démonstration — En effet, pour tout i G {0, .. ., n}, le point t^ G P^(Â:) est 
/c-rationnel si et seulement si le point Pj l’est, puisque ce dernier est l’unique 
point singulier de □ 

Intéressons-nous maintenant à la trace du pinceau (Qt)tgpi sur un hyper- 
plan variable de P(V). Les hyperplans de P(V) sont paramétrés par l’espace 
projectif dual P(V*). Posons 
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Z = {(i, L) G Xj, P(V*) ; Qj n L n’est pas lisse}, 

où l’intersection est à prendre au sens schématique. Ce sous-ensemble de 
P} Xj, P(V*) est un fermé (cf. [EGA IV 3 , 12.1.7]) ; munissons-le de sa struc¬ 
ture de sous-schéma fermé réduit. 

Les fibres géométriques de la projection naturelle p: Z —> P(V*) sont 
particulièrement simples à décrire. Pour L G P(V*), posons /l(A,p) = 
det((Ag 3 -I- /i(72)lL)) ^vec la notation évidente pour la restriction d’une forme 
quadratique au sous-espace vectoriel de V associé à L. C’est un polynôme 
homogène ; la fibre géométrique de p en L s’identifie à l’ensemble de ses racines 
(avec multiplicités). 

Proposition 3.31 — Le morphisme p : Z —>■ P(V*) est fini et plat, de degrén. 

Démonstration — Supposons d’abord le morphisme p fini. Il résulte alors de 
la description de ses fibres géométriques qu’elles sont toutes de degré n, ce qui 
entraîne que p est un morphisme plat (lemme de Nakayama). Il suffit donc de 
vérifier que p est fini. Pour cela, il suffit de vérifier qu’il est quasi-fini, puisqu’il 
est évidemment propre. Par l’absurde, supposons qu’il existe L G P(V*) tel 
que Qj n L ne soit lisse pour aucun t G P}. Considérant successivement les 
points t = t^ pour i G {0, ..., n}, on trouve que l’hyperplan L doit contenir Pj 
pour tout i, ce qui contredit le corollaire 3.29. □ 

Ainsi avons-nous associé à tout pinceau de quadriques dans P(V) un 
revêtement plat de P(V*). Nous y reviendrons au paragraphe 3.5.1, où nous 
étudierons la monodromie de ces revêtements. Pour l’instant, limitons-nous à 
la proposition suivante, fondamentale pour l’étude des points rationnels sur 
les surfaces de del Pezzo de degré 4. 

Proposition 3.32 — La variété Z est k-rationnelle. 

C’est en réalité la description explicite d’une certaine équivalence biration- 
nelle entre Z et un espace projectif qu’il nous faudra connaître. Voici comment 
la construire. 

Pour (t, L) G Z tel que t ^ {Iq, ..., t„}, la quadrique Qj fl L C L possède 
un unique point singulier. On définit une application rationnelle Z ---» P(V) 
en associant ce point au couple {t, L). 

Pour X G P(V) \ (X U {Pq, ..., P„}), il existe un unique f G P} tel 
que X G Q(. Le point x est alors régulier sur Q^. On définit une application 
rationnelle P(V) —-> Z en associant à x le couple (t,T^Q(), où T 2 ,Qj désigne 
l’hyperplan tangent à Qj en x. 

On vérifie tout de suite que ces deux applications rationnelles sont bien 
inverses l’une de l’autre. La seconde est définie sur P(V) \ (X U {Pq, ..., P„}), 
qui est un ouvert de P(V) dont le complémentaire est de codimension 2. 
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Voici un résultat parfois utile lorsque l’on cherche à restreindre le revête¬ 
ment Z —>• P(V*) au-dessus d’hyperplans spécifiques de P(V*). 

Proposition 3.33 — Soit z = (t, L) G Z. Supposons que l’un des points Pj, 
disons Pq, soit k-rationnel. S’il existe un point singulier de fl L qui soit 
un point régulier de et qui appartienne à l’hyperplan de P(V) contenant 
{Pd Pn}; alors Pg G L. 

Démonstration — On peut supposer que le corps k est algébriquement clos et 
que le point z est fc-rationnel. Reprenons alors les notations de l’énoncé de la 
proposition 3.28. L’hyperplan de V engendré par ..., v^) est orthogonal 
au vecteur Vq pour toute forme quadratique Xq^ + /r (?2 avec A, /i G k. Par 
ailleurs, si x est un point singulier de Qj fl L qui soit un point régulier de Q^, 
l’hyperplan de V associé à L est l’orthogonal de la droite vectorielle définie 
par X pour la forme quadratique Xq^ + piq 2 , où t = [A : /r]. La proposition 
s’ensuit. □ 

Pour conclure ce paragraphe, mentionnons une condition nécessaire pour 
qu’une intersection de deux quadriques dans P(V) possède une composante 
irréductible qui soit une sous-variété linéaire (c’est-à-dire de degré 1) de P(V). 

Proposition 3.34 — Ne supposons plus X lisse sur k. Sin ^ 3 et si X possède 
une composante irréductible qui est une sous-variété linéaire de P(V), alors 
le polynôme f n’admet aucune racine simple. 

Démonstration — On peut supposer X purement de codimension 2 dans P(V), 
les autres cas étant triviaux. On peut d’autre part supposer k algébriquement 
clos. Soit une composante irréductible I C X de degré 1 dans P(V) et une 
racine simple tg G P^(fc) de /. D’après le lemme 3.27, la quadrique est un 
cône quadratique possédant un unique point singulier, disons Pg, et celui-ci 
n’appartient pas à X. Il existe donc un hyperplan L C P(V) contenant I mais 
ne contenant pas Pg. Comme I C X C on a alors I C 0 L ; autrement 
dit, la quadrique 0 L, qui est lisse et de codimension 1 dans L puisque 
Pg ^ L et que n ^ 3, contient un sous-espace linéaire de codimension 1 dans L. 
C’est une contradiction. □ 


3.4 Surfaces de del Pezzo de degré 4 

3.4.1 Notations, énoncés des résultats 

Soit X une surface de del Pezzo de degré 4 sur un corps k de caractéris¬ 
tique 0. Soient k une clôture algébrique de /c et P le groupe de Galois de k 
sur k. 
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Il existe un plongement X C P| permettant de voir X comme l’intersection 
de deux quadriques dans P|. Soient qi et ^2 deux formes quadratiques 
homogènes en cinq variables telles que la surface X soit définie par le système 
9i = <?2 = 0. Reprenons alors les notations du paragraphe 3.3 associées à ces 
deux formes. Elles engendrent un pinceau (Qt)tgpi de quadriques dans P|. 
Comme X est une surface lisse, il existe exactement cinq valeurs du paramètre 
t G P^(fc) pour lesquelles la quadrique n’est pas lisse (cf. proposition 3.26). 
On les note et l’on note Pj G ’P^ik) l’unique point singulier de Qj.. 

Le groupe P opère naturellement sur {Iq, ..Notons ^ l’ensemble de 
ses orbites. Nous considérerons les éléments de comme des points fermés 
de Pj,, ce qui confère notamment un sens au symbole K{t) pour t G 
La longueur d’une orbite s’interprète comme le degré sur k du point fermé 
correspondant. Soit t G La quadrique Qj C P^, définie sur K{t), possède un 
unique point singulier. Soit L un hyperplan K(<)-rationnel de P| ne contenant 
pas ce point. Considérons alors la quadrique fl L C L ; elle est lisse, et 
comme L est de dimension impaire, toutes les formes quadratiques non nulles 
sur le sous-espace vectoriel de V associé à L qui s’annulent sur Q^flL auront le 
même discriminant. Celui-ci ne dépend pas de l’hyperplan L choisi, comme on 
le voit tout de suite en considérant une base dans laquelle Qj est définie par une 
forme quadratique diagonale. On note ce discriminant G K{t)*/. Une 
autre façon de définir est la suivante : si L est un hyperplan K(t)-rationnel 
de P^ contenant le point singulier de et tangent à selon une droite, 
l’intersection Qj flL est géométriquement une réunion de deux plans, et est 
précisément la classe dans K{t)* /de l’extension quadratique ou triviale 
minimale de k(<) qui permute ces deux plans. 

Exemple 3.35 — Supposons que les formes quadratiques Qi et ^2 soient 
simultanément diagonalisables sur k, autrement dit (cf. corollaire 3.30) que L 
agisse trivialement sur {fg, ..., t^}. On peut alors écrire 

Ql = UqXq -f -f ^ 2^2 ^ 3^3 “b U 4 X 4 , 

92 = + ^ 1^1 + ^ 22^2 + ^ 32^3 + ^ 42^4 

avec Oq, ..., 04 , 6 q, ..., 64 G k. Les cinq formes dégénérées dans le pinceau 
Xqi + fJ,q 2 sont les 0^92 ~ ^i9i pour i G {0, ..., 4}, ce qui permet de choisir 
= [—: Oj] G P^(fc). Posant = a^bj — et on voit alors que 

les G k*/k*"^ sont donnés par la formule suivante : 

n 

Lorsque l’on supposera que l’un des est fc-rationnel, on conviendra 
toujours que tg l’est, quitte à renuméroter les On posera alors £g = 
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et l’on notera y C .5^ l’ensemble des orbites de F sur On aura 

à considérer l’hypothèse suivante : 

(3.7) Pour tout t G de degré au plus 3 sur k, on a, ^ 1 dans 


Les résultats que nous démontrons au sujet du principe de Basse pour les 
surfaces de del Pezzo de degré 4 sont les suivants. 

Théorème 3.36 — Supposons que k soit un corps de nombres. Admettons 
l’hypothèse de Schinzel et la flnitude des groupes de Tate-Shafarevich des 
courbes elliptiques sur les corps de nombres. Alors le principe de Basse vaut 
pour X dans chacun des cas suivants : 

(i) le groupe F agit 3-transitivement sur {t^, ..., t/^} ; 

(a) l’un des t^ est k-rationnel et F agit 2-transitivement sur les quatre 
autres ; 

(iii) exactement deux des t^ sont k-rationnels et Br(X)/Br(A:) = 0; 

(iv) tous les tj sont k-rationnels et Br(X)/Br(fc) = 0 (cas simultanément 
diagonal) ; 

(v) le point tg est k-rationnel, la condition (3.7) est satisfaite, on a 
Br(X)/Br(A:) = 0 et enfin soit Eg = 1 dans k*/k*’^, soit il existe t G 

tel que l’image de Eg dans K{t)*/K(t)*'^ soit distincte de 1 et de Ej. 

Nous verrons que l’hypothèse (v) est l’hypothèse la plus générale sous 
laquelle la méthode permet directement de prouver le principe de Basse avec 
les outils dont on dispose à l’heure actuelle. Des progrès dans l’étude des 
points rationnels sur les pinceaux de courbes de genre 1 auraient cependant 
des répercussions immédiates pour les surfaces de del Pezzo de degré 4. 
Notamment, si l’on savait supprimer la « condition (D) » dans le théorème 2.4 
du chapitre précédent (quitte à considérer toute l’obstruction de Brauer- 
Manin au lieu de sa seule partie verticale), la méthode employée dans le 
présent chapitre prouverait en toute généralité l’existence d’un point rationnel 
sur X dès que l’obstruction de Brauer-Manin ne s’y oppose pas (toujours 
en admettant l’hypothèse de Schinzel et la finitude des groupes de Tate- 
Shafarevich) . 

C’est la preuve du principe de Basse lorsque l’hypothèse (v) est satisfaite 
qui occupera l’essentiel des paragraphes à venir. Nous en déduirons le principe 
de Basse sous chacune des autres hypothèses à l’aide de considérations ad 
hoc. Les hypothèses (i) à (iv) sont les énoncés les plus simples auxquels 
nous aboutirons ; cependant, ils sont loin de couvrir la totalité des cas que 
l’hypothèse (v) permet d’obtenir. Celle-ci entraîne notamment que pour 
chaque décomposition possible de l’ensemble {tg, ..., t^} en orbites sous F, le 
principe de Basse vaut dès que les sont « suffisamment généraux » en un 
certain sens, qui peut être rendu explicite. 
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Le théorème 3.36 généralise [21, Proposition 3.2.1], où le cas simultanément 
diagonal (correspondant ici à l’hypothèse (iv)) était traité avec quelques 
hypothèses de généricité sur les coefficients strictement plus fortes ^ que la 
condition Br(X)/Br(Â:) = 0. Il est remarquable que le théorème 3.36 établisse 
le principe de Basse dans le cas simultanément diagonal ainsi que dans le 
cas où exactement deux des sont /c-rationnels sous la seule hypothèse que 
Br(X)/Br(fc) = 0, alors que pour chacune des autres décompositions possibles 
de l’ensemble {tg, ..., t^} en orbites sous P, une hypothèse supplémentaire, 
quoique légère, semble indispensable pour que la preuve fonctionne. 

3.4.2 Groupe de Brauer des surfaces de del Pezzo de degré 4 

Conservons les notations du paragraphe 3.4.1 et supposons que k soit un 
corps de nombres. Nous allons entièrement déterminer la structure du groupe 
Br(X)/Br(Â:) en termes des invariants associés à la surface X. Soulignons que 
ceux-ci se lisent très facilement sur les équations des formes quadratiques 
et 92 - 

Théorème 3.37 — Le groupe Br(X)/Br(Â:) est isomorphe à (Z/2)™ avec 
m = max( 0 , n — d — 1), où 

n = Cardjt € ^ ^ l dans nit)*/ 

et d est la dimension du sous-7il2-espace vectoriel de k*/k*'^ engendré par les 
normes pour t G .5^. 

Corollaire 3.38 — Si le groupe P agit transitivement sur {tg, ..., t^}, ou s’il 
agit trivialement sur l’un des t^ et transitivement sur les quatre autres, alors 
Br(X)/Br(Â:) = 0. 

Démonstration — La transitivité de l’action de P sur les cinq tj entraîne que 
n ^ 1, d’où n — d—1^0. Si maintenant l’un des tj est fc-rationnel, disons tg, 
et que P agit transitivement sur les quatre autres, alors n ^ 2 et la seule 
possibilité pour que n — d — 1 > 0 est que n = 2 et d = 0 ; mais alors Eg 
devrait être trivial puisque d = 0 et non trivial puisque n = 2 . □ 

La proposition suivante sera un sous-produit de la preuve du théorème 3.37. 

^ Le lecteur attentif remarquera que telles quelles, les hypothèses de [21, Pro¬ 
position 3.2.1] n’impliquent pas que Br(X)/Br(fc) = 0. Il s’avère que cette 
proposition est erronée ; c’est l’antépénultième phrase de la démonstration qui 
est en cause. On obtient un énoncé correct en remplaçant la seconde hypothèse 
par la suivante : « If moreover the six classes —di 2 di 3 , —d 2 id 23 , —diodi 4 , —d2od24, 
—d 3 od 34 , ni ^4 dri are independent in k*/k*^, then condition (D) holds for tt. » 
Le théorème 3.37 ci-dessous montre que cette condition est bien strictement plus 
forte que Br(X)/Br(fc) = 0 (cf. notamment l’exemple 3.41). 
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Proposition 3.39 — On a l’égalité Y\.t^â^"^K(t)/k{^t) = 1 dans k*/k*‘^. 

Corollaire 3.40 — Le groupe Br(X)/Br(Â:) est isomorphe à l’un des trois 
groupes suivants : le groupe trivial, Z/2 ou Z/2 x Z/2. 

Démonstration — Il s’agit de prouver que n — d ^ 3. Si n ^ 3, c’est trivial. Si 
n = 4, l’ensemble contient un point rationnel t € tel que ^ 1, d’où 
d ^ 1 et donc n — d ^ 3. Si enfin n = 5, la proposition 3.39 montre que les 
ne peuvent pas être tous égaux, sous peine d’être alors tous égaux à 1. D’où 
d ^ 2 puis n — d ^ 3. □ 

Remarque — Les corollaires 3.38 et 3.40 étaient déjà connus (cf. respecti¬ 
vement [18, Theorem 3.19] et [72]). Nous ne prétendons d’ailleurs à aucune 
originalité quant à la preuve du théorème 3.37 : nous avons simplement poussé 
quelque peu les arguments de [18]. 

Exemple 3.41 (suite de l’exemple 3.35) — Si les formes quadratiques 
et ^2 sont simultanément diagonalisables sur k et qu’aucun des G k* jk*"^ 
pour f G {0, ..., 4} n’est égal à 1, alors Br(X)/Br(A:) = 0 si et seulement s’il 
n’existe pas d’autre relation non triviale entre les que eç^£i£ 2 S-^£^ = 1. 

Démonstration du théorème 3.37 — Posons K = k(X) et fixons une clôture 
algébrique K de K puis un plongement /c-linéaire /c ^ K. 

Lemme 3.42 — La flèehe canonique (fc, Pic(X^)) —>• (K, Pic(Xj^)) est 

un isomorphisme. 

Démonstration — Comme X est une surface de del Pezzo, les Z-modules 
Pic(Xj;) et Pic(Xj^) sont libres de type fini et l’application naturelle Pic(Xj;) —>• 
Pic(Xj^) est bijective. Cette application est de plus compatible aux actions 
respectives de Gal(fc/fc) et Gal(K/K) sur Pic(X^) et Pic(Xj^) relativement 
au morphisme canonique Gal(K/K) —>■ Gal(Â:/Â:). Si Kfc désigne l’extension 
composée de K et Â: dans K, le sous-groupe Gal(K/KÂ:) C Gal(K/K) agit 
donc trivialement sur Pic(Xj^). Il en résulte que H^(Kfc, Pic(X|^)) = 0 (puisque 
Pic(X|^) est sans torsion), d’où un isomorphisme canonique H^(K, Pic(Xj^)) = 
(Gal(KÂ:/K), Pic(Xj^j;)). Enfin, comme k est algébriquement fermé dans K, 
le morphisme canonique Gal(KÂ:/K) —>■ Gal(A:/fc) est un isomorphisme, ce 
qui permet de considérer Pic(Xj^j;) comme un Gal(Â:/Â:)-module. Compte 
tenu de ce qui précède, l’application canonique Pic(Xj;) —>• Pic(Xj^j;) est 
un isomorphisme de Gal(fc/fc)-modules ; elle induit donc un isomorphisme en 
cohomologie. □ 

Lemme 3.43 — La flèehe eanonique Br(X)/Br(Â:) —>■ Br(Xj^)/Br(K) est un 
isomorphisme. 
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Démonstration — Notons Brj(X) = Ker(Br(X) —>• Br(Xj;)) et Br^(Xj^) = 
Ker(Br(Xj.j) —>• Br(Xj^)). Les suites spectrales de Hochschild-Serre pour les 
extensions k/k et K/K et leurs groupes multiplicatifs respectifs fournissent le 
diagramme commutatif 

Br(fc)-^ Bri(X) ^ ïl^{k, Pic(X^))-^ H3(fc, G^)-^ H3(X, G^) 

7 

Br(K) ^ Bri(XK) ^ Hi(K, Pic(Xj^)) ^ H^K, G^) ^ H3 (Xk, G„), 

dont les lignes sont exactes. On a Br;^(X) = Br(X) et Br^(XK;) = Br(Xj^) 
puisque la surface X est rationnelle. D’après la théorie du corps de classes, 
l’hypothèse que k est un corps de nombres entraîne l’annulation de H^(fc, G^), 
d’où la surjectivité de La flèche est également surjective car le K-point 
tautologique de X définit une rétraction de H^(K, Gj„) —>■ H^(Xj^, Gj^^). Enfin, 
le femme 3.42 montre que 7 est un isomorphisme. Le résultat s’ensuit. □ 

L’ensemble et les entiers n et d ne varient pas lorsqu’on étend les 
scalaires de fc à K, puisque k est algébriquement fermé dans K. Grâce au 
lemme 3.43, il suffit donc de connaître la conclusion du théorème pour la 
K-variété Xj^ afin de l’obtenir pour la /c-variété X. Étant donné que X(K) ÿé 0 , 
on a ainsi établi : 

Pour prouver le théorème 3.37 (et la proposition 3.39), on peut remplacer 
l’hypothèse que k est un corps de nombres par celle que X(fc) ^ 0. 

C’est ce que nous faisons désormais. 

Lemme 3.44 — Supposons X(A:) ^ 0 . Alors la surface X est k-hirationnelle 
à un fibré en coniques tt: C —>■ P/ /i.e. C est propre, lisse et géométriquement 
connexe sur k et la fibre générique de tt est une conique) dont les fibres au- 
dessus de V\ \ 5^ sont lisses et qui vérifie : pour tout t € 5^, la fibre Tr~^{t) 
est intègre et la fermeture algébrique de k(<) dans /î(7r“^(t)) est une extension 
quadratique ou triviale de nlf) dont la classe dans nlf)*/nft)*"^ est égale à s^. 

(On appelle conique une courbe propre, lisse, géométriquement connexe et 
de genre 0 .) 

Démonstration — Choisissons x G X(A:). Comme la surface X est lisse et de 
codimension 2 dans P^, il existe un pinceau d’hyperplans de P^ tangents à X 
en X. Celui-ci découpe sur X un pinceau de courbes de genre arithmétique 1, 
singulières en x. On définit tt : C —>■ P^ comme un modèle propre et régulier 
relativement minimal de ce pinceau. Il n’est pas difficile de vérifier que tt 
satisfait aux conditions de l’énoncé; pour les détails, cf. [18, p. 61]. □ 

Rappelons un lemme bien connu sur le groupe de Brauer des coniques (on 
le démontre par exemple en écrivant la suite spectrale de Hochschild-Serre). 
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Lemme 3.45 — Soit D une conique sur un corps K. La flèche naturelle 
Br(K) —)■ Br(D) est surjective et son noyau est engendré par la classe de 
l’algèbre de quaternions associée à D. 

Les groupes Br(C) et Br(X) sont isomorphes (invariance birationnelle du 
groupe de Brauer, cf. [31, Corollaire 7.5]). De plus, on a Br(C) = Br^gj.^(C) 
car la fibre générique de tt est une conique (cf. lemme 3.45). Il reste donc 
seulement à déterminer la structure du groupe Br.^,gj.^(C)/Br(fc). 

Notons A G Br(K(P),)) la classe de l’algèbre de quaternions définie par 
la fibre générique de tt. Il résulte de la description des fibres de tt que 
A G Br(P), \ S^) et que le résidu de A en t G .5^ est égal à. G nfl)*/= 
(«:(<), Z/2) C H^(K(t), Q/Z). Notamment, si A G Br(Â:), alors n = 0. Par 
ailleurs, dans ce cas, la surface C s’écrit comme le produit de P/ et d’une 
conique sur k, ce qui montre que Br(C)/Br(Â:) = 0 (cf. [23, Proposition 2.1.4]). 
L’énoncé du théorème est donc vérifié lorsque A G Br(fc) ; on suppose 
dorénavant que l’image de A dans Br(K(P^))/Br(fc) est non nulle. 

De la suite exacte de Faddeev (cf. [23, §1.2]) se déduit la suite exacte 

0 ^ Br(fc) ^ Br(pi \ y) ^ Q/Z) A Q/Z), (3.8) 

où a est le produit des résidus aux points de et (3 est la somme des 
corestrictions de K{t) à k. La nullité de l’image de A G Br(P^ \ y) dans 
H^(fc,Q/Z) est équivalente à l’égalité ce qui prouve la 

proposition 3.39. 

Soit N le noyau du produit 

0Hi(Ac(t),Q/Z)^ [0Hi(Ac(t)(V^),Q/Z)] xHi(fc,Q/Z) 

des flèches de restriction et de (3. D’après [23, Proposition 1.1.1] et la suite 
exacte (3.8), le groupe N s’identifie au sous-groupe de Br(P^ \ y)/d3r{k) 
constitué des classes dont l’image réciproque par tt est non ramifiée sur C. On 
a donc une suite exacte 

0 —S- Ker^Br(K(? 7 ))/Br(fc) -A- Br(C^)/Br(fc)^ N —s- Br^gj.t(C)/Br(fc) —s- 0, 

où rj désigne le point générique de P/. Le lemme 3.45 et l’hypothèse selon 
laquelle l’image de A dans Br(77)/Br(fc) est non nulle entraînent que le groupe 
de gauche est égal à Z/2. Le groupe N est par ailleurs clairement un Z/2-espace 
vectoriel de dimension n — d] le théorème 3.37 est donc démontré. □ 

Remarque — On a supposé que k est un corps de nombres uniquement 
pour pouvoir affirmer que H^(fc, Gj„) = 0 (cf. preuve du lemme 3.43). Le 
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théorème 3.37 et la proposition 3.39 sont donc vrais sous cette hypothèse 
plus faible, qui est par exemple satisfaite lorsque k est le corps des fonctions 
rationnelles en une variable sur un corps de nombres (cf. [35, p. 241]). Sans 
hypothèse sur k (autre que celle de caractéristique nulle, énoncée au début du 
paragraphe 3.4.1 et de laquelle on ne se départira pas), on peut néanmoins 
déduire de la preuve du théorème 3.37 d’une part que la proposition 3.39 reste 
vraie, d’autre part que le groupe Br(X)/Br(Â:) est un Z/2-espace vectoriel de 
dimension ^ n — d — 1. En particulier, les corollaires 3.38 et 3.40 sont vrais 
sans hypothèse sur k. 

3.4.3 La construction de Swinnerton-Dyer 

Les notations sont les mêmes que dans le paragraphe 3.4.1 mais nous 
supposons de plus que Iq est /c-rationnel. Comme annoncé dans l’introduction, 
nous allons construire une famille de sections hyperplanes de X paramétrée par 
une variété fc-rationnelle et telle que la jacobienne de la fibre générique possède 
un point rationnel d’ordre 2. Nous étudierons ensuite quelques-unes de ses 
propriétés, en particulier concernant le lieu de ses fibres singulières. Certains 
des résultats ci-dessous seront reprouvés par le calcul au paragraphe 3.4.4 ; 
il en va notamment ainsi de la proposition 3.48. Nous avons cependant jugé 
les preuves abstraites concernées suffisamment éclairantes pour être incluses 
malgré la redondance. 

Considérons d’abord la famille tt: C —>■ (P|)* de toutes les sections 
hyperplanes de X, où (P|)* désigne l’espace projectif dual; autrement dit, 
on pose 

C={(x,L)GXXfc(P|)*;xGL} 

et l’on définit tt comme la seconde projection. Cette famille est bien évi¬ 
demment paramétrée par une variété /c-rationnelle, mais on peut montrer 
que la 2-torsion rationnelle de la jacobienne de la fibre générique de tt est 
toujours triviale. Le phénomène sous-jacent, que nous préciserons par la 
suite (cf. preuve de la proposition 3.48), est le suivant : pour L G (P|)* 
tel que X fl L soit lisse, la jacobienne de X fl L possède d’autant plus de 
points d’ordre 2 rationnels que le polynôme homogène fi) introduit 

au paragraphe 3.3 possède de racines rationnelles ; or celui-ci est même 
irréductible si L est générique (cf. théorème 3.110). On peut forcer l’existence 
d’une racine rationnelle de ce polynôme en étendant les scalaires à un corps 
de rupture, ce qui revient, pour L générique, à considérer la famille obtenue à 
partir de tt par le changement de base Z —>■ (P^)* défini au paragraphe 3.3. Par 
chance, la famille obtenue sera encore paramétrée par une variété /c-rationnelle 
(cf. proposition 3.32). Cependant, il ne suffit pas que le polynôme fi) ait 
une racine dans un corps pour que la jacobienne de X fl L admette un point 
d’ordre 2 défini sur ce corps. Il suffit en revanche que le polynôme fi) 
ait deux racines dans un corps pour que la jacobienne de X fl L admette un 
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point d’ordre 2 défini sur ce corps. On pourrait alors envisager d’utiliser le 
changement de base Z X(p 4 )* Z —>• (P|)* plutôt que Z —>• (P|)*, mais la 
variété Z Z n’a pas de raison de posséder de composante irréductible 

fc-rationnelle (ou même rationnelle) autre que celle de la diagonale. Le même 
problème se pose si l’on considère directement le changement de base de (P|)* 
à la variété des points d’ordre 2 des jacobiennes des fibres de tt. 

Une autre manière de forcer l’existence d’une racine rationnelle du poly¬ 
nôme /l(A, /i) est de ne considérer que les hyperplans L contenant Pg G 
(Le point Pg est fc-rationnel puisque tg l’est par hypothèse.) Pour un tel 
hyperplan, la quadrique flL est en effet singulière, ce qui signifie que tg est 
racine de /l(A, /x). La famille ainsi obtenue est bien paramétrée par une variété 
/c-rationnelle, même un espace projectif ; mais là encore, une seule racine 
ne suffit pas à assurer l’existence d’un point d’ordre 2 dans la jacobienne. 
Rien n’empêche toutefois de combiner les deux approches qui viennent d’être 
décrites. Telle est l’idée que nous allons dès à présent mettre en oeuvre. 

Soit H C P^ l’unique hyperplan fc-rationnel contenant Pj^, ..., P 4 . Posons 

A = {L G {Ptr ; Po e L} 
et 

Z = {(t, L) G Pj, X ^ A ; Qj n L n H n’est pas lisse} 

et notons p: Z —>■ A le morphisme induit par la seconde projection. Comme 
Pg ^ H (cf. corollaire 3.29), il existe un isomorphisme canonique A = H* 
faisant correspondre à un hyperplan de P^ contenant Pg sa trace sur H. Le 
morphisme Z A s’interprète, via cet isomorphisme, comme le revêtement 
de H* associé au pinceau de quadriques (QjnH)(gpi de H par la construction 
générale du paragraphe 3.3. En particulier, le morphisme p est fini et plat, 
de degré 3 (cf. proposition 3.31) et la variété Z est fc-rationnelle (cf. proposi¬ 
tion 3.32). Plus précisément, si E = (H fl X) U {P^, ..., P 4 } et = H \ E, 
les commentaires qui suivent la proposition 3.32 définissent un morphisme 
birationnel u: —>■ Z. Notons et tt^o les morphismes déduits de tt 

par changement de base de (P^)* à A, Z et à Hg. Le diagramme commutatif 
suivant, dont tous les carrés sont cartésiens, résume la situation. (La flèche 
oblique est induite par la première projection.) 



Proposition 3.46 — Toutes les fibres de tt (et donc de tt^ et tt^o ) sont 
des courbes géométriquement connexes de genre arithmétique 1. 



3.4.3. La construction de Swinnerton-Dyer 


149 


Démonstration — La surface X est géométriquement intègre puisque c’est 
une intersection complète lisse dans de dimension ^ 1. De plus, elle n’est 
contenue dans aucun hyperplan de P| (cf. [18, Lemma 1.3 (i)]). Chaque section 
hyperplane de X est donc une intersection de dimension 1 de deux quadriques 
dans un espace projectif de dimension 3. En particulier, les fibres de tt sont 
des courbes géométriquement connexes de genre arithmétique 1 . □ 

Proposition 3.47 — Les variétés C et sont lisses et géométriquement 
eonnexes sur k, de dimensions respectives 5 et 4. 

Démonstration — Étant donné que Pg ^ X, les projections naturelles C —>■ X 
et CyY —>■ X sont des fibrés projectifs (localement libres) de dimensions relatives 
respectivement 3 et 2. L’assertion résulte donc de la lissité et de la connexité 
géométrique de la surface X sur k. □ 

Proposition 3.48 — La fibre générique de ttjjo est une courbe lisse et 
géométriquement connexe de genre 1 dont la jacobienne possède un point 
d’ordre 2 rationnel. 

Démonstration — Pour établir que la fibre générique de ttjjo est une courbe 
lisse et géométriquement connexe de genre 1 , il suffit de montrer que la fibre 
générique de vérifie ces propriétés. Compte tenu de la proposition 3.46, il 
suffit de vérifier que la fibre générique de est lisse, mais cela découle de la 
régularité de C^ (cf. proposition 3.47). 

Les morphismes ttjjo et tt^ ont bien évidemment même fibre générique. Les 
lemmes suivants vont nous permettre de montrer que la jacobienne de la fibre 
générique de possède un point d’ordre 2 rationnel. 

Lemme 3.49 — Soient k un corps de caractéristique différente de 2 et de 3 
et G C P^ une courbe lisse, intersection de deux quadriques. Soit (Qt)tePl 
pinceau que ces deux quadriques engendrent. Les valeurs de t pour lesquelles 
la quadrique C P^ n’est pas lisse définissent un k-schéma étale de degré 4 
(cf. proposition 3.26), que l’on note T. Soient respectivement A et B les 
anneaux des schémas affines T et 2 J \ {0}; où J désigne la jacobienne de C. 
Alors la k-algèbre B est isomorphe à la résolvante cubique de A. 

(Si A est une algèbre étale de degré 4 sur un corps k, la résolvante cubique B 
de A est une fc-algèbre étale de degré 3 qu’il est possible de construire 
canoniquement à partir de A mais que nous nous contentons ici de définir 
à isomorphisme près. L’action par conjugaison du groupe symétrique ©4 sur 
l’ensemble de ses trois sous-groupes de 2-Sylow fournit un morphisme de 
groupes 64 —>■ ©3 (si l’on accepte de numéroter les 2-Sylow). Celui-ci induit 
une application p: L[^(fc,© 4 ) —>• H^(fc,© 3 ) entre ensembles pointés de coho¬ 
mologie galoisienne non abélienne. Pour tout n, l’ensemble H^(fc, ©„) classifie 
les fc-algèbres étales de degré n à isomorphisme près. La classe d’isomorphisme 
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de B est par définition l’image par p de la classe d’isomorphisme de A. Voir [44] 
pour plus de détails sur ces notions et pour la comparaison avec le cas classique 
où A est un corps. Voir aussi [3, p. 10] pour des formules explicites tout à fait 
générales^ permettant d’exprimer B en fonction du polynôme minimal d’un 
élément primitif de A. 

Si l’on part d’un polynôme séparable / G k[t] de degré ^ 4, on appellera 
résolvante cubique de f tout^ polynôme non nul g G k[t] de degré ^ 3 tel que 
la /c-algèbre k[t]/{g{t)) x /j^-degig) isomorphe à la résolvante cubique de 
la /c-algèbre k[t]/{f{t)) x 

Une propriété importante de la résolvante cubique est la suivante. Notons 
(A:')jgj des familles finies d’extensions finies séparables de k telles 
que A = riiei^i et B = 11^61 ^/k est une extension galoisienne dans 

laquelle k^/k se plonge pour tout i G I, alors k'^/k se plonge aussi dans K/k 
pour tout j G J. Cette propriété entraîne notamment que Spec(B) possède un 
point fc-rationnel si Spec(A) en possède deux. Elle résulte immédiatement de la 
définition cohomologique de la résolvante cubique, compte tenu de la remarque 
suivante : si K/Â: est une extension galoisienne, le « noyau » de l’application 
pointée de restriction H^(fc, 6„) —>• H^(K, 6„) classifie à isomorphisme près 
les /c-algèbres étales A de degré n telles que A 0;. K soit K-isomorphe à K".) 

Démonstration du lemme 3.49 — Soient qi et <72 des formes quadratiques 
associées à des quadriques distinctes dans le pinceau considéré. Le fc-schéma T 
est défini par l’équation homogène det(A( 7 ]^ + 71 ( 72 ) = 0, le choix d’une base 
étant sous-entendu (cf. paragraphe 3.3). Notons Picc/j, la composante de 
degré 2 du foncteur de Picard relatif de C sur k. Il est bien connu d’une part 
que Picg/j, est /c-birationnel à la courbe affine d’équation 

= det(A(7i -è ^ 2 ) 

(cf. par exemple [63]), d’autre part que la jacobienne d’un modèle propre 
et lisse de la courbe de genre 1 définie par cette équation a pour équation 
de Weierstrass 77 ^ = y (A), où y (A) est une résolvante cubique (unitaire de 
degré 3) du polynôme det{Xqi + ( 72 ) (cf. [3, p. 10]). Les courbes C et Picc/j, 
ayant même jacobienne, le lemme s’ensuit. □ 

On peut aussi définir directement la résolvante cubique de A au moyen de ces 
formules, au moins lorsque A possède un élément primitif, ce qui est toujours 
le cas si k est infini. L’un des inconvénients de cette approche est qu’il n’est 
pas clair que la classe d’isomorphisme de l’algèbre obtenue ne dépend pas de 
l’élément primitif choisi. Cela dit, pour la situation qui nous intéresse, cela n’a 
aucune importance puisque l’on dispose d’un élément primitif privilégié. 

® Nous prenons cette précaution car dans la littérature se trouvent réellement plu¬ 
sieurs définitions explicites et contradictoires du polynôme « résolvante cubique » 
associé à un polynôme de degré 4. 
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Lemme 3.50 — Pour (i,L) S Xj, A, on a (<, L) G Z U ({^o} x A) si et 
seulement si fl L n’est pas lisse. 

Démonstration — La question étant de nature géométrique, on peut suppo¬ 
ser k algébriquement clos. D’après la proposition 3.28, on peut alors choisir 
une base dans laquelle et <73 sont simultanément diagonales. Un calcul 
explicite très facile utilisant le critère jacobien permet de conclure. □ 

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration de la proposition 3.48. 
Notons L l’hyperplan K(Z)-rationnel de P| défini par l’image du point géné¬ 
rique de Z par la seconde projection Z —>■ A. D’après le lemme 3.49 et les 
remarques qui le suivent, tout ce qu’il reste à vérifier est que le polynôme 
homogène ti) G k(Z)[A,/x] s’annule en au moins deux points distincts 
de P^(«;(Z)) ; or il s’annule en tg G P^(fc) puisque Pg G L, et le lemme 3.50 
montre qu’il s’annule aussi en l’image dans P^(k(Z)) du point générique de Z 
par la première projection Z —>■ P^. □ 

Nous aurons besoin de quelques informations supplémentaires sur la fibra¬ 
tion TTjjo . 


Proposition 3.51 — Les morphismes tt, tt^ et ttjjo sont plats et la 
variété Cjjo est de Cohen-Macaulay. 

Démonstration — Il résulte des propositions 3.46 et 3.47 et de [EGA IV 3 , 
15.4.2] que le morphisme tt est plat et que ses fibres sont de Cohen-Macaulay. 
Les morphismes tt^, et ttjjo sont donc eux aussi plats et à fibres de Cohen- 
Macaulay (cf. [EGA IV 2 , 6.7.2]). Cela sufht à assurer que la variété Cjjo est de 
Cohen-Macaulay, puisque H° est lui-même de Cohen-Macaulay (cf. [EGA IV 2 , 
6.3.5]). □ 

Proposition 3.52 — La variété Cjjo est géométriquement intègre sur k. 

Démonstration — On peut supposer k algébriquement clos. Le morphisme ttjjo 
est propre et plat (cf. proposition 3.51), donc ouvert et fermé. Par conséquent, 
chaque composante connexe de Cjjo rencontre la fibre générique de ttjjo . Celle- 
ci étant connexe (cf. proposition 3.46), toute composante connexe de Cjjo 
contient la fibre générique de ttjjo ; d’où la connexité de Cjjo. 

Il existe une unique composante irréductible de Cjjo qui rencontre la fibre 
générique de ttjjo, puisque cette dernière est irréductible (cf. proposition 3.48). 
Notons-la Ij^. Supposons qu’il existe une composante irréductible I 2 de Cjjo 
distincte de I^. Interprétant la dimension d’une variété irréductible par le degré 
de transcendance du corps résiduel de son point générique, on voit tout de 
suite que dim)!^) = 4 et que dim(l 2 ) ^ dim(7rjjo(I 2 )) + 1, compte tenu que H° 
est de dimension 3 et que chaque fibre de tt est de dimension 1. Comme I^ ÿél 2 , 
la composante irréductible I 2 ne rencontre pas la fibre générique de ttjjo , par 
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définition de Ij^. On a donc dim(7rjjo(I 2 )) < 3, d’où dim(l 2 ) < dim(I]^). Comme 
la variété Cjjo est connexe et de Cohen-Macaulay (cf. proposition 3.51), elle 
est équidimensionnelle (cf. [EGA IV0.16.5.4]), ce qui est contradictoire avec 
l’inégalité précédente. Ainsi a-t-on prouvé que Cjjo est irréductible. 

Il reste seulement à établir que la variété irréductible Cjjo est réduite. 
Comme elle est de Cohen-Macaulay, elle vérifie la propriété (S^), et il suffit 
donc de s’assurer que son anneau local au point générique est réduit (critère 
(Rq)-|-(S 2 ), cf. [EGA IV 2 , 5.8.5]) ; mais ceci est clair puisque la fibre générique 
de TTjjo est lisse (cf. proposition 3.48). □ 

Intéressons-nous maintenant au lieu des fibres singulières de tt^. En 
d’autres termes, il s’agit de déterminer quels hyperplans de contenant Pq 
sont tangents à X. 

Lemme 3.53 — La variété X fl H est une courbe lisse et géométriquement 
connexe de genre 1. 

Démonstration — On peut supposer k algébriquement clos puis choisir une 
base dans laquelle q-^ et <72 sont simultanément diagonales (cf. proposi¬ 
tion 3.28). Il est alors facile de déduire par le calcul la lissité de XfiH de celle 
de X (en utilisant au choix la proposition 3.26 ou le critère jacobien). Que cette 
variété soit une courbe géométriquement connexe de genre arithmétique 1 est 
déjà connu puisque c’est une fibre de tt (cf. proposition 3.46). □ 

Soit L G A. Le lemme 3.50 montre que l’ensemble des racines de /l est égal 
à la réunion de {tg} et de l’ensemble des racines de /lpH: où /LnH(^iù) = 
det((Ag]^ -I- /r(? 2 )lLnH)- Le polynôme /l est donc non nul et séparable si et 
seulement si /lphC^o) 7 ^ 0 et que /l^h non nul et séparable. Comme les 
variétés XnLetXnLflH sont purement de codimension 2 respectivement 
dans L et dans L fl H (proposition 3.46 et lemme 3.53), il en résulte, grâce 
à la proposition 3.26, que X fl L est singulier si et seulement si fl L fl H 
est singulier ou X fl L fl H est singulier. Autrement dit, la fibre de tt^ en L 
est singulière si et seulement si l’hyperplan L fl H de H est tangent à fl H 
ou à X n H. Selon la terminologie usuelle, cela signifie que le lieu des fibres 
singulières de tt^ s’identifie, via l’isomorphisme canonique A = H*, à la réunion 
des variétés duales (Qj^ fl H)* c H* et (XfiH)* c H*. Posons Q = (Q^^ fl H)* 
et R= (XnH)*. 

Proposition 3.54 — Les sous-variétés Q et R de A sont des hypersurfaces 
géométriquement irréductibles distinctes (de degrés respectifs 2 et 8, mais cela 
ne nous servira pas). 

Démonstration — Un calcul facile montre que la variété duale d’une hyper- 
surface quadrique lisse est une hypersurface quadrique lisse (choisir une base 
dans laquelle la quadrique est donnée par une forme quadratique diagonale et 
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exprimer le discriminant de sa trace sur un hyperplan variable). Ceci prouve 
la partie du lemme portant sur Q. Intéressons-nous maintenant à R. 

De manière générale, si Y C H est une sous-variété lisse et géométrique¬ 
ment intègre, le lieu des hyperplans G H* tels que h soit tangent à Y est un 
fermé géométriquement irréductible de H*. En effet, si l’on note ce lieu Y* et 
que l’on pose 

Y={{y,h)GYx„R*-,TyYch}, 

la seconde projection induit un morphisme propre Y —>■ H* dont l’image 
est égale à Y*, et la variété Y est géométriquement intègre car la première 
projection Y —>■ Y en fait un fibré projectif (localement libre) sur Y. Comme 
Y —>• Y est de dimension relative dim(H) — dim(Y) — 1, on voit de plus que 
Y* est une hypersurface de H si et seulement si le morphisme Y —>■ Y* est 
génériquement fini, où l’on munit Y* de sa structure de sous-variété fermée 
réduite de H*. 

Dans la situation qui nous intéresse, c’est-à-dire pour Y = X fl H, le 
morphisme Y —>■ Y* est génériquement fini car Y est une courbe et que 
ce n’est pas une droite (cf. [43, p. 174] ; le « codéfaut de dualité » ne 
peut valoir que 1). La sous-variété R C H* est donc bien une hypersurface. 
Que Q et R soient des sous-variétés distinctes découle de la propriété de 
réciprocité, toujours valide en caractéristique nulle (critère de Monge-Segre, 
cf. [43, Theorem 4]), selon laquelle on a Q* = fl H et R* = X fl H via 
l’identification canonique H** = H. 

Lorsque Y* est une hypersurface, il existe une formule pour son degré 
en termes du degré du morphisme Y —>■ Y* et des caractéristiques d’Euler- 
Poincaré de Y, d’une section hyperplane lisse de Y et d’une section de Y par un 
sous-espace linéaire de H de codimension 2 (cf. [42, Proposition 5.7.2]). Cette 
formule permet de vérifier l’assertion facultative que l’hypersurface R est de 
degré 8, compte tenu du lemme 3.53 et de ce que le morphisme Y —>■ Y* 
est birationnel, étant génériquement fini et k étant de caractéristique nulle 
(cf. [43, Proposition 15]). □ 

Proposition 3.55 — La fibre géométrique de au-dessus du point générique 
de Q est réduite et possède deux composantes irréductibles; la classe dans 
k(Q)*/k(Q)*^ de l’extension quadratique ou triviale minimale de k(Q) par 
laquelle se factorise l’action du groupe de Galois absolu de k(Q) sur ces deux 
composantes est égale à Sq. 

La fibre géométrique de au-dessus du point générique de R est intègre. 

Remarque — La proposition ci-dessus révèle que chaque fibre de au- 
dessus d’un point de codimension 1 de A est déployée par une extension 
constante des scalaires, puisque £q G k* Cette propriété était prévisible. 
En effet, si k est algébriquement clos, la surface X contient une droite (et même 
seize), et toute droite de X définit naturellement une section rationnelle du 
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morphisme Une telle section est nécessairement définie en codimension 1 et 
rencontre une unique composante irréductible de chaque fibre de au-dessus 
de son domaine de définition, car la variété C est lisse (cf. proposition 3.47). 

Démonstration de la proposition 3.55 — Quitte à étendre les scalaires de k 
à k(Q) et à k(R), et dans le seul but de simplifier les notations, on peut se 
contenter de prouver les assertions pour la fibre de tt^ au-dessus de tout point 
rationnel de Q U R appartenant à un ouvert dense suffisamment petit (et dont 
le lecteur vérifiera immédiatement qu’il provient par extension des scalaires 
d’un ouvert défini sur le corps k initial). 

Soit donc L un hyperplan fc-rationnel de P| correspondant à un point 
de Q. La proposition 3.54 montre que Q fl R Q. On peut donc supposer 
que L n’est pas tangent à X fl H, ce qui revient à supposer le polynôme /lhh 
non nul et séparable (cf. lemme 3.53 et proposition 3.26). D’après la définition 
de Q, l’hyperplan L est tangent à en un point lisse de Comme 
est une quadrique de dimension 3 admettant un unique point singulier, cela 
entraîne que fîL est géométriquement une réunion de deux plans distincts. 
Ceux-ci sont permutés par l’extension quadratique k{yfë^)/k, par définition 
de £q. Pour terminer de prouver la première partie de la proposition, il suffit 
de vérifier que pour t G P^(fc) \ {to}, la trace de Qj sur chacun des deux plans 
contenus dans Qt^OL est une conique lisse dans ce plan. Si tel n’était pas le cas, 
la courbe X fl L contiendrait géométriquement une droite, ce qui contredirait 
la proposition 3.34 puisque le polynôme /l admet une racine simple (et même 
deux) d’après l’hypothèse que aon nul et séparable et la description 

des racines de /l en fonction de celles de /loh (cf- le paragraphe qui suit le 
lemme 3.53). 

Soit maintenant L un hyperplan /c-rationnel de P| correspondant à un 
point de R. La proposition 3.54 montre que Q fl R ^ R. On peut donc 
supposer que L n’est pas tangent à fi H, ce qui revient à supposer que 
fhniii^o) 7^ 0- ailleurs, on peut supposer que L ne contient aucun des Pj 
pour î G {1, ..., 4}. 


_2 

Lemme 3.56 — Pour tout (A, fj.) G k \ {(0,0)}, la forme quadratique {Xq^ + 
k-<l 2 )\h^^k le k-espace vectoriel de dimension 4 associé à L 0^, fc est de 
rang ^ 3. 

Démonstration — Restreindre une forme quadratique à un hyperplan ne peut 
abaisser son rang qu’au plus de 2. La conclusion du lemme est donc satisfaite 
si [A : ^ {tg, ..., t^}. Pour [A : /x] = U avec i G {1, ..., 4}, la forme 

quadratique {Xqi + k'<l 2 )\h 0 kk dégénérée puisque Pj ^ L ; elle est donc 

de rang 4. Enfin, pour [A : /x] = fg, son rang est égal à 3 puisque l’hyperplan L 
n’est pas tangent à selon une droite, n’étant pas tangent à fi H. □ 

Si la fibre de au-dessus du point de A défini par L n’était pas 
géométriquement intègre, la variété X fi L, qui est une intersection de deux 
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quadriques dans L purement de codimension 2 dans L (proposition 3.46), 
contiendrait géométriquement soit deux composantes irréductibles de degré 2 , 
soit une composante irréductible de degré 2 et de multiplicité 2 , soit au moins 
une composante irréductible de degré 1. Les deux premières alternatives sont 
exclues à cause du lemme 3.56 (cf. [18, Lemma 1.7 et Lemma 1.10]). La 
dernière l’est à cause de la proposition 3.34, compte tenu que tg est une racine 
simple de /l, vu la description des racines de /l en fonction de celles de /loh 
et l’hypothèse que /lohC^o) 7 ^ 0 . □ 

Proposition 3.57 — Le lieu de branchement de p: Z ^ A est égal à R. La 
fibre de p au-dessus du point générique de R comporte un point double et un 
point de multiplicité 1. 

Démonstration — D’après la définition de p et la description de ses fibres géo¬ 
métriques (cf. les remarques qui précèdent la proposition 3.31), un point de A 
appartient au lieu de branchement de p si et seulement si le polynôme /lph 
n’est pas séparable, où L désigne l’hyperplan de P| correspondant au point 
considéré. Cette condition équivaut bien à l’appartenance de ce point à R 
(cf. les remarques qui précèdent la proposition 3.54). 

Pour prouver la seconde assertion, on peut supposer k algébriquement 
clos, auquel cas et P 2 sont des points rationnels de H. Le sous-espace 
linéaire de H* constitué des hyperplans de H qui contiennent P;^ et P 2 est 
de dimension 1. Son intersection avec l’hypersurface R est donc non vide : il 
existe un hyperplan L C P| contenant Pg, P;^ et P 2 et tangent à X fl H. Le 
polynôme /loh s’annule alors en t^ et en t 2 - En particulier, il possède deux 
racines distinctes ; autrement dit, la fibre de p au-dessus du point de R défini 
par L possède au moins deux points géométriques. D’après la semi-continuité 
inférieure du nombre géométrique de points dans les fibres d’un morphisme fini 
et plat (cf. [EGA IV 3 , 15.5.1 (i)]), la fibre de p au-dessus du point générique 
de R possède nécessairement elle aussi au moins deux points géométriques, ce 
qui prouve la proposition. □ 

Combinant les propositions 3.55 et 3.57 et la description explicite du 
morphisme cr, nous pouvons maintenant essentiellement déterminer le lieu des 
fibres singulières de ttjjo, au moins en codimension 1 , ainsi que la structure 
des fibres correspondantes. 

Théorème 3.58 — (i) Ll existe un unique point de codimension 1 de H*’ 
au-dessus duquel la fibre de ttjjo est singulière et géométriquement intègre. 

(a) Pour tout t G , la fibre géométrique de ttjjo au-dessus du point 
générique de fl H est réduite et possède deux composantes irréductibles ; la 
classe dans k{Q^ fl H)*//î(Qj fl H)*^ de l’extension quadratique ou triviale 
minimale par laquelle se factorise l’action du groupe de Galois absolu de 
k(Qj n H) sur ces deux composantes est égale à e^. 
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(iii) Pour tout /i G H° de codimension 1 dans n’appartenant à Qj pour 
aucun t G et tel que la fibre géométrique de ttjjo au-dessus de h ne soit pas 
intègre, celle-ci est réduite et possède deux composantes irréductibles ; la classe 
dans K{h)*/de l’extension quadratique ou triviale minimale de K{h) par 
laquelle se factorise l’action du groupe de Galois absolu de K{h) sur ces deux 
composantes est égale à l’image de £q. 

Démonstration — Notons r: Z —-> H l’application rationnelle inverse de a. 
La restriction du morphisme ct: H° —>• Z à l’ouvert H° \ (Ute^'(Qt Id H°)) 
est une immersion ouverte, comme il résulte de la description de ct et de r 
(cf. proposition 3.32). On en déduit, vu que p est fini et plat, que les seuls 
points de codimension 1 de H° dont les images par pou ne sont pas des points 
de codimension 1 de A sont les points génériques de fl H pour t G 
Notons ceux-ci Les seuls points de codimension 1 de au-dessus 

desquels la fibre de ttjjo est susceptible d’être singulière sont donc les pour 
t G et les antécédents des points génériques de Q et de R. Compte tenu 
de la proposition 3.55, ceci prouve l’assertion (iii). Par ailleurs, supposant (ii) 
connue, ceci prouve aussi que les seuls points de codimension 1 de H° au- 
dessus desquels la fibre de ttjjo est singulière et géométriquement intègre sont 
les antécédents du point générique de R. Pour en déduire l’assertion (i), il 
suffit de vérifier qu’il existe un unique tel antécédent dans H°, ce qui résulte 
du lemme suivant. 

Lemme 3.59 — L’unique point de la fibre de p au-dessus du point générique 
de R en lequel le morphisme p soit étale (resp. ramifié) (cf. proposition 3.57) 
appartient (resp. n’appartient pas) à l’image de a. 

Démonstration — On peut supposer k algébriquement clos. Notons z = 
it, L) G Z le point considéré. L’hypersurface R C A n’étant contenue dans 
aucun hyperplan de A, on a Pj ^ L et par suite t t^ pour tout i G {1, ..., 4}. 
Il en résulte que z appartient au domaine de définition de r (cf. la description 
explicite de r). Dans ces conditions, le seul antécédent possible de z par a 
est t(z). (En effet, si Z° désigne le domaine de définition de r, le morphisme 
(7“^(Z°) — >■ H induit par r o cr coïncide avec l’inclusion H° C H sur un ouvert 
dense de H*^, donc sur tout entier.) Le point z appartient donc à l’image 
de a si et seulement si t(z) G si et seulement si t(z) ^ E. Rappelons 
que t(z) est par définition l’unique point singulier de Qj fï L fl H. Celui-ci ne 
peut être l’un des Pj puisque Pj ^ L pour i G {1, ..., 4}. On a donc t(z) ^ E 
si et seulement si l’unique point singulier de Qj fl L O H n’appartient pas 
à X n H, ce qui équivaut, d’après le lemme 3.27, à ce que t soit racine simple 
du polynôme /lpHi autrement dit à ce que p soit étale en z (cf. la description 
des fibres géométriques de p, immédiatement avant la proposition 3.31). □ 

Il reste à démontrer l’assertion (ii). On raisonne comme dans la preuve 
de la proposition 3.55. Soit t G . Notons L G A l’image par p o a de Çj. 
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C’est le point générique de la variété duale (Q^ fl H)* C A. Un calcul simple 
montre que (Q^ fl H)* ^ fl H)* (si fl H et fl H ont pour équations 
respectives + • • • + 04 X 4 = 0 et 622^2 + • • • + ^ 42^4 = 0, alors fl H)* 
est la quadrique d’équation Af/a 4 + • • • + A 4 /a 4 = 0 et (Qf fl H)* est défini 

par le système d’équations A 4 = A 2 /& 2 ”l-I-A 4/64 = 0). L’hyperplan L n’est 

donc pas tangent à fl H, d’où /LnH(^o) 7 ^ ^In particulier, tg est racine 
simple du polynôme /l (cf. la description des racines de /l en fonction de 
celles de /lpHi après le lemme 3.53), ce qui entraîne que la courbe X fl L ne 
contient pas de droite, même géométriquement (cf. proposition 3.34). Comme 
X n L = n Qj n L et que Qj fl L est géométriquement une réunion de 
deux plans permutés par l’extension quadratique ou triviale définie par le 
résultat voulu s’ensuit. □ 

Enfin, nous aurons besoin d’une propriété de régularité pour Cjjo et d’une 
propriété permettant de propager à Cjjo l’hypothèse que l’obstruction de 
Brauer-Manin à l’existence d’un point rationnel sur X s’évanouit, lorsque k 
est un corps de nombres. 

Proposition 3.60 — L'image par ttjjo du lieu singulier de la variété Cjjo est 
un fermé de codimension ^ 2 dans . 

Démonstration — Notons S C H° l’image par ttjjo du lieu singulier de Cjjo ; 
c’est un fermé puisque ttjjo est propre. Nous avons déjà remarqué que la 
restriction de cr à H° \ (Ut6.^'(Qt C H°)) est une immersion ouverte. C’est 
en particulier un morphisme étale. Le lemme 3.59 permet d’en déduire que la 
restriction à H° \ (Ute.s^'(Qt C H°)) du morphisme p o a : H° —>• A est étale, 
d’où il résulte, compte tenu de la lissité de la variété C^ (cf. proposition 3.47), 
que S C UteJ^'(Qtl~'H°). 

Pour démontrer la proposition, on peut supposer k algébriquement clos. 
D’après ce que l’on vient d’établir, si le fermé S n’était pas de codimension 2, 
il contiendrait Q^. fl H° pour un î G {1, ..., 4}. Par l’absurde, et quitte à 
renuméroter les t^, supposons que fl H*’ C S. Soit alors D C H la droite 
de H passant par P 2 et P 3 . 

Lemme 3.61 — On a D fl E = {P 2 , P 3 }. 

Démonstration — C’est évident sur les équations si l’on choisit une base dans 
laquelle ^4 et <72 sont simultanément diagonales (cf. proposition 3.28), compte 
tenu de la lissité de X. □ 

Comme 0 et que ne contient ni P 2 ni P 3 (puisque ces points 

n’appartiennent pas à X et qu’ils appartiennent déjà respectivement à 
et Qtg), le lemme 3.61 montre que Dn(Q(^ flH'’) yé 0 , d’où DflS y^ 0 . Le lieu 
singulier de Cho rencontre donc 7 rjJo (DflH*’), ce qui entraîne que (DflH*’) 
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n’est pas une variété régulière (en effet, elle est à la fois de codimension 2 et 
définie par deux équations dans Cjjo, qui est de Cohen-Macaulay d’après la 
proposition 3.51). 

Soit D' C A la droite formée des hyperplans L G A qui contiennent 
et P 4 . 

Lemme 3.62 — La restriction de p o a à D fl H° est injective et son image 
est incluse dans D'. 

Démonstration — On peut se contenter de raisonner sur les fc-points puisque 
le corps k est algébriquement clos. Soit G (D fl H°)(Â:). Il existe un unique 
t G P^(fc) tel que h G Qi, et h est un point régulier de fl H. Notons L 
l’hyperplan de contenant Pg et tangent à fl H en /i, de sorte que le 
point de A associé à L est par définition p{a{h)). On peut retrouver le point 
h G (DnH°)(Â:) à partir de la seule donnée de l’hyperplan L puisque c’est 
l’unique point d’intersection de L et de D. La restriction de p o a à D fl H° 
est donc bien injective. Que son image soit incluse dans D' découle de la 
proposition 3.33. □ 

Lemme 3.63 — La variété 7 r((^^(D') est régulière. 

Démonstration — La projection naturelle 7 r)(^^(D') —>■ X permet d’identifier 
7 r((^^(D') à la variété obtenue en faisant éclater XflK dans X, où K désigne le 
plan de P^ contenant Pg, P^ et P 4 . Comme X et XflK sont lisses (pour XflK, 
c’est une vérification exactement analogue à celle du lemme 3.53), le lemme 
s’ensuit (cf. [39, Theorem 8.24]). □ 

D’après le lemme 3.62, on dispose d’un morphisme injectif D fl —>■ D' 
induit par pou. Comme tout morphisme injectif entre ouverts de P^, celui-ci 
est une immersion ouverte. La variété tTj^q (DflH*^) s’identifie donc à un ouvert 
de 7 r](]^(D') ; le lemme 3.63 permet d’en déduire qu’elle est régulière, d’où une 
contradiction. □ 

Proposition 3.64 — La restriction de la projection naturelle Cjjo —>■ X 
(cf. diagramme (3.9)) à l’ouvert de lissité de Cjjo sur k admet une section 
rationnelle. 

Démonstration — Notons p: F) \ {Pg} H la projection sur H depuis Pg. 
La surface X n’est contenue dans aucun cône fermé de sommet Pg et de 
dimension 2, puisque Pg ^ X. En particulier, la trace sur X de p“^(E) est 
un fermé strict de X, ce qui signifie que le morphisme p induit une application 
rationnelle r: X —-> H*’. 

Montrons maintenant que r se factorise en X —-> Cjjo ”°> H*’, où la 
première flèche est une section rationnelle de la projection Cjjo —>■ X. Il suffit 
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pour cela de vérifier que pour tout a; G X tel que p(x) G H°, l’hyperplan 
de (Pfc)* défini par p{(T{p{x))) contient x. Il contient Pq puisque p{a{p{x))) 
appartient à A et il contient p{x) par définition du morphisme a. Comme les 
points Pq, a; et p{x) sont alignés, il contient aussi x. 

Il reste à vérifier que l’image ^ du point générique de X par cette section 
rationnelle appartient à l’ouvert de lissité de Cjjo sur k. Comme X C Qto\{Po}, 
on a p(X) C \ {Pq}) = Qt^ fl H et donc p(X) = n H puisque le 

morphisme X —>■ H induit par p est quasi-fini et que fl H est irréductible 
et de dimension 2. Il en résulte que 7 rfjo(^) est le point générique de fl H ; 
c’est donc un point de de codimension 1 et la proposition 3.60 permet d’en 
déduire le résultat voulu. □ 

3.4.4 Calculs explicites 

Nous rendons ici explicite la construction du paragraphe 3.4.3, dont nous 
conservons les hypothèses et notations. L’intérêt de cette entreprise est qu’elle 
nous permettra d’obtenir des informations subtiles de nature non géométrique 
et qui semblent actuellement hors de portée d’arguments théoriques (cf. sous- 
lemmes 3.95, 3.96, 3.99 et 3.100). Certains des calculs ci-dessous sont inspirés 
de ceux de Swinnerton-Dyer (cf. [1, p. 325]) ; d’autres sont entièrement 
originaux (notamment les propositions 3.70 et 3.71). 

Situation générale 

Soit e = (cq, ..., 64 ) la base canonique de . Le point Pq G est 
/c-rationnel par hypothèse. Une transformation linéaire permet de supposer 
qu’il a pour coordonnées homogènes [1 : 0 : 0 : 0 : 0] et que l’hyperplan H 
est défini par l’équation Xq = 0 , où [xg : x^ : X 2 : Xg : X 4 ] désignent les 
coordonnées homogènes de P|. Les hypothèses sur Pg et H équivalent à ce que 
le vecteur Cg soit orthogonal à , ..., 64 pour les formes quadratiques qi et q 2 
(cf. proposition 3.28), autrement dit, à ce que la variable Xg soit simultanément 
diagonalisée pour q^ et <73 dans la base e. 

Par construction de la fibration ttjjo , ses fibres s’écrivent comme des 
intersections de deux quadriques dans P^ avec deux variables simultanément 
diagonalisées. Nous allons maintenant expliciter une telle écriture. Soient 
[0 : 7/4 : j /2 • î /3 ■ 2 / 4 ] coordonnées homogènes d’un point h G H°(A:). 

Posons y = Vi^i et 9 = Qi{y)<l 2 ~ 92Notons respectivement pi, P 2 
et p les formes bilinéaires symétriques associées aux formes quadratiques q^, 
q 2 et q. La quadrique projective d’équation q{x) = 0 est l’unique quadrique du 
pinceau (Qt)tgpi qui contienne h. L’hyperplan tangent en ft, à cette quadrique 
est l’espace projectif associé à l’orthogonal T de y pour q. Vu la définition 
de TTfjo, tout ce qu’il nous reste à faire est d’exprimer une base (/g, ..., /g) de 
l’hyperplan T telle que les vecteurs /g et soient orthogonaux entre eux et 

à /2 et /g. 
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Posons = (p{ei,y) et 5 ^- = ip-^{e^,y)ip2{ej,y) - (pj^{ej,y)<f2{ei,y) pour 
4 }, de sorte que 

- liej,y) = S.jq^iy), 

( 3 . 10 ) 

- lie J, y) = ô.^q^iy) 

pour tous Z et j. Quitte à permuter les vecteurs e^, .. 64 , on peut supposer 
que yi ^ 0. Quitte à permuter ensuite les vecteurs 62 , . •., 64 , on peut supposer 
que 74 0. En effet, si l’on avait 72 = 73 = 74 = 0, la relation Ylt=i liVi ~ 

q{y) = 0 et l’hypothèse que z/i ^ 0 permettraient d’en déduire que 7 ^ = 0 
pour tout Z G {1, , 4}, autrement dit que G T pour tout z G {0, ..., 4}, 

puisque l’on a toujours Cg G T ; mais ceci est impossible puisque T est un 
hyperplan. Posons maintenant 

/o = eo, fi = y , /2 = <^ 242 /+ 7264 - 7462, /a = <^ 342 /+ 7364-7463- 

Les vecteurs fi, et /g appartiennent à l’hyperplan de engendré par 
64, ..., 64; compte tenu des hypothèses sur Cg et 64, ..., 64, cela entraîne 
qu’ils sont orthogonaux à /g pour les deux formes quadratiques ^4 et ^2 ■ P&r 
ailleurs, les vecteurs et /g sont orthogonaux à fi pour ^4 et <72 d’après 
les relations ( 3 . 10 ). Comme = y, il en résulte notamment que /j G T 
pour tout Z G { 0 , ..., 3 }. Enfin, l’hypothèse j/474 0 assure que la famille 

/ = (/g, ..., /g) est libre ; c’est donc une base de T. Ainsi la famille / satisfait- 
elle bien à toutes les conditions voulues. Les matrices dans / des restrictions 
à T des formes quadratiques <74 et <72 sont donc 

«g 0 0 0 \ 

0 «4 0 0 
0 0 «2 CÜ4 

0 0 «4 «gy 

où a, = (74(/,) et / 3 , = q2{f,) pour i G { 0 , 1 , 2 , 3 }, «4 = fs) et /34 = 

1732(/2) fs)- On peut exprimer les comme suit : 

0^0 = 9 i(eo)) 

«1 = Qiiy), 

«2 = <21(7264 - 7462) - S 24 qiiy), ( 3 . 12 ) 

0^3 = <21(7364 - 7463) - ^MQliy), 

<^4 = <é’l(72e4 - 7462,7364 - 7463) - <524<534<21 (2/) ; 

on obtient des expressions similaires pour les / 3 j en remplaçant <74 par <72 et 734 
par (p2. Les deux premières formules ci-dessus sont mises pour mémoire. Les 
trois suivantes se déduisent tout de suite des relations ( 3 . 10 ) et de la définition 
des «j. 


/3o 0 0 0 \ 

0 /34 0 0 

0 0 132 ’ 

0 0 /34 P J 
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La fibre de ttjjo en h s’identifie à l’intersection des deux quadriques de P(T) 
définies par les matrices symétriques (3.11). Celle-ci est lisse si et seulement 
si 

doi(do4 ~ dQ2dQ3)(d24 — d42d43)(d|3 -I- 4d24d34) 0, (3.13) 

où l’on a posé d^- = a^|3j — pour ùj € {0, ..., 4} (cf. proposition 3.26). 
Cette équation fournit une description explicite du lieu des fibres singulières 
de TTfjo au-dessus de l’ouvert 2/174 0 de H°. Comparons-la maintenant avec 

la conclusion du théorème 3.58. 

Proposition 3.65 — On a d(,4 = 0 si et seulement si h G dQ4(dQ4 — 
^ 02 ^ 03 ) = 0 si et seulement si p{a{h)) G Q, di 4 — di 2 di 3 = 0 si et seulement 
si h G Ute.s^' Qt enfin (d 44 — di 2 di 3 )(d 23 -I- 4d24d34) = 0 si et seulement 
si p{a{h)) G R. 

Démonstration — Posons = 0092 ~ Poéli- Comme Oq = giicg) et /3 q = 
( 22 ( 60 ), la quadrique projective d’équation Çq^x) = 0 n’est autre que Q,^^, 
d’où la première assertion. Pour la seconde, remarquons que p{a{h)) G Q si et 
seulement si la restriction de à Tn(ei, ..., 64 ) est dégénérée, vu la définition 
de Q et le lemme 3.53. Compte tenu que T fl (ci, ..., 64 ) = (/i, / 2 , ff) et que 
la matrice dans (/i, / 2 , /a) de la restriction de q^ à ce sous-espace est 

/doi 0 0 \ 

I 0 dQ 2 dQ4 1 , 

V 0 dQ4 dQ3y 

il s’ensuit que d(, 4 (dg 4 — dg 2 dQ 3 ) = 0 si et seulement si p{a{h)) G Q. 

Comme l’hyperplan P(T)nH C H est tangent en un point lisse (à savoir h) 
à la quadrique projective d’équation q{x) = 0 dans H, le rang de la restriction 
de (2 à T n (ci, ..., 64 ) est égal à r — 2, où r désigne le rang de la restriction 
de (2 à (ci, ..., 64 ). La matrice de la restriction de (2 à T fl (ci, ..., 64 ) dans 
la base (/i, / 2 , /a) étant égale à 


/O 0 0 \ 

j 0 di2 di4 j , 

yo di4 digy 

on en déduit que r < 4 si et seulement si di 4 — di 2 di 3 = 0. La condition r < 4 
est par ailleurs équivalente à ù G Ute.s^' Qt, d’où la conclusion recherchée. 

Enfin, on a p{a{h)) G R si et seulement si P(T) nHnX n’est pas lisse (par 
définition de R), si et seulement si le discriminant du polynôme /p(T)nH 
nul (cf. proposition 3.26). La dernière assertion de la proposition s’en déduit 
en calculant ce polynôme, qui est un déterminant, dans la base (/g, / 2 , /a) de 
Tn(ei, .... 64). □ 
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Rappelons maintenant comment s’exprime la jacobienne de la fibre de ttjjo 
en h, lorsque celle-ci est lisse. Posons c = 4dQ4d;^4 — 2dQ2d43 — 2dQ3d42 et 
d = 4dQ4(d|3 + 4d24d34). Il est utile de remarquer que — d = 16(dQ4 — 

Proposition 3.66 — Supposons la fibre de ttjjo en h lisse et notons E' sa 
jacobienne. La courbe elliptique E' a pour équation de Weierstrass Y'^ = (X — 
c) (X^ — d). De plus, si (p' : E' —>■ E" désigne le quotient de E' par le point de 
coordonnées (X, Y) = (c, 0) et tp" : E" —>■ E' l’isogénie duale de ip', la courbe 
elliptique E" a pour équation de Weierstrass = (X-|- 2c)(X^ — 4(c^ — d)) et 
la fibre de ttjjo en h est canoniquement un 2-revêtement de E', déterminant 
une classe de H^(fc, 2 E') dont l’image dans H^(fc,^//E") = k*/k*'^ par la flèche 
induite par p' : 2 E' —>■ ^//E" est égale à la classe de d 44 —d 42 d 43 dans k*/k*’^. 

Démonstration — Ces généralités sont décrites en détail dans [1, §3]. □ 

Cas simultanément diagonal 

Supposons les formes quadratiques qi et ^2 simultanément diagonales dans 
la base e. On pose alors = (;i(ej), b^ = < 72 ( 61 ) dj^j = afij — a^b^ pour 
i,j G {0, ..., 4}, conformément aux notations introduites dans l’exemple 3.35. 
Définissons des polynômes Pq, ...,pg G k[yi, y par les formules sui¬ 
vantes (pour i,j G {1,2,3,4} distincts fixés, nous convenons de noter k 
et i les entiers uniquement déterminés par les conditions 1 ^ fc < ^ ^ 4 
et {i,j,k,£} = ( 1 , 2 ,3,4}; de même pour i', j', k' et £') : 

4 

pour f G (0,1,2, 3,4}, 
i=i 

^ Y d^/y^^yjy.^/yj/. 

l<G<j'^4 

Les équations (3.12) se simplifient et fournissent les expressions suivantes pour 
les «j et les /3j : 

*^0 = 1^0 = 

«1=91(2/). /3i = 92(2/), 

«2 = ^4^2 “b ®274 — <^249 i( 2/). 2^2 = ^4^2 "b ^274 ~ <^2492(2/). (3-14) 

«3 = «47! + «374 - <^3491(2/). 1^3 = b Ail + &374 “ <^3492(2/), 

«4 = 047273 - ^2Ahi<ll{y), Pi = 2)47273 “ '^24'^3492(2/)- 


Pi = 

P 5 = 

Pe = 
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On a de plus 7^ = -y^Pi et ( 5 ^ = d^jy.yj pour tous z, j G {1, . .., 4 }. 
Proposition 3.67 — Les égalités suivantes ont lieu : 

4 

^01 = Po> *^14 ~ = yi74 

i=l 

^04 ~ do 2 dg 3 = —Z/ 174 P 5 , d23 + 4d24d34 = yf^^PQ- 

Démonstration — Ces égalités sont purement formelles, au sens où elles valent 
dans l’anneau des polynômes à coefficients entiers en les a^, les et les y^. 
Quelques explications semblent néanmoins appropriées (excepté pour l’égalité 
dgi =Poi une trivialité). Introduisons, à la suite de Swinnerton-Dyer, 

les invariants fondamentaux 

= CZ4 ~ 0^203, ©Q,^ = 204/34 — 02/^3 ~ (^ 3 ^ 2 ^ ®, 3/3 = 01 ~ P2P3 

du couple de formes quadratiques considéré. Si l’on admet les égalités 


'aa yi74 


(3.15) 




'a/3 = -yi74 

0ij (ofc^£ + aibf.) yfyj , 

(3.16) 




>/3/3 = -yi74 

dljhbivlyl, 

(3.17) 




(cf. [1, p. 326]), les formules 

^04 ~ dg2dQ3 = Og®/?/? ~ + Po^aai 

^14 ~ ‘^12*^13 = ~ ®li^l®a/3 + 

d23 + 4d24d34 = — 40 q,^0^^ 

(cf. [1, p. 324]) permettent de conclure. Il reste donc à établir (3.15) et (3.16), 
l’égalité (3.17) étant symétrique de (3.15). Nous allons détailler la preuve 
de (3.15) ; celle de (3.16) est similaire. À l’aide de (3.14), on peut écrire que 

©aa = (047273 “ hihidliv)? “ («471 + «274 “ <^2491 (?/)) («471 + Hll 

- '^3491 (y)) 

= 9 i(y) + a 3 Ù| 4 ) 7 | + 04(^3472 - <32473)^) 

- 71(020374 + « 3047 ! + 


L’identité <33472 +< 54273 + Ù 2374 = 0 permet de simplifier l’expression ci-dessus ; 
on trouve ainsi que 

= 02037! + 03047! + 02047! - gi(2/)(02<3!4 + 03(3!4 + 04(3!3). 
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Pour vérifier que la formule que l’on vient d’obtenir pour —Qaall’i coïncide 
avec celle à laquelle on veut aboutir, il est utile de remarquer qu’elles sont 
toutes deux invariantes par permutation des indices {2,3,4} et homogènes de 
degré 3 en les yf. Il suffit donc de calculer les coefficients, dans —&aa/lï: des 
monômes suivants : yly^yl, yhi,y 2 , Vivlvl^ yïvt Vi - H est immédiat 
que les coefficients de y^y^, yfi ï/iî/l et yf sont nuis et que celui de yfy^ est 
bien ^^ 203 ^ 4 - Que le coefficient de yfy^Vs soit égal à et que celui 

de y^UsVi soit nul résulte des identités aid ^2 + ^ 2^13 + 03^21 = 0 et a|(i §4 + 
^3^24 + ^4^23 “ 2(0203^42^43 + 0304^23(^24 "b ^2^4^32^34)- n 


Notons A C l’intersection de H° et de l’hypersurface de H définie par 
l’équation 


Upi = 0 - 


;=o 


Proposition 3.68 — L’ensemble des /i G au-dessus desquels la fibre 
de TTjjo est singulière est égal à l’ensemble sous-jacent à A. 

Démonstration — Soit G H°, de coordonnées homogènes [0 : : • • • : 1 / 4 ]. 

Compte tenu de l’invariance des polynômes Pq, , Pq par permutation des 
indices 1 à 4, les commentaires qui suivent les équations (3.10) permettent 
de supposer que 2/174 ^ 0 pour établir que la fibre de ttjjo en h est lisse si et 
seulement si /i ^ A. Sous cette hypothèse, on a vu que la fibre de ttjjo en h est 
lisse si et seulement si la relation (3.13) est satisfaite. Celle-ci équivaut bien à 
ce que h ^ A, d’après la proposition 3.67. □ 

Proposition 3.69 — Les polynômes p^ G k[yi, ..., 2 / 4 ] pour i G (0, ..., 6 } 
sont irréductibles et premiers entre eux deux à deux. 

Démonstration — La lissité de X entraîne que d^^j 0 pour distincts. 
Les polynômes Pq, ..., P 4 sont donc des formes quadratiques de rang ^ 3, 
ce qui assure leur irréductibilité. Il résulte des propositions 3.65 et 3.67 que 
l’image par p o ct de chaque point générique de l’hypersurface de H définie par 
l’équation PoPs = 0 appartient à Q. Les fibres de ttjjo au-dessus de ces points 
ne sont donc pas géométriquement intègres (cf. proposition 3.55 et [EGA IV 3 , 
12.2.4 (viii)]). Comme par ailleurs l’hypersurface d’équation P 1 P 2 P 3 P 4 = 0 
coïncide avec Qt bï H, les deux premières assertions du théorème 3.58 

permettent d’en déduire que le polynôme pg est irréductible. 

L’irréductibilité de pg est prouvée dans [1, p. 326] ; pour la commodité 
du lecteur, nous reproduisons l’argument ici. Considérons l’action du groupe 
G = (2/2)"* sur A;[ 2 /i, . • 2 / 4 ] donnée par (e^, ..., £ 4 ) • //i = (-l)‘^* 2 /i- Étant 
donné que pg est invariant sous cette action, le groupe G agit naturellement sur 
l’ensemble F des facteurs irréductibles de pg à multiplication par une unité 
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près. Si cette action n’était pas transitive, il existerait f,g € k[yi, ..., 
non constants, invariants sous G à multiplication par une unité près, tels 
que P 5 = fg. Les polynômes f et g seraient nécessairement invariants sous G 
puisque n’est divisible par t/j pour aucun i G {1, ..., 4}; ils appartien¬ 
draient donc au sous-anneau k[yi, ...,//!]. Quitte à échanger / et g, on 
pourrait supposer qu’il existe i,j G {1, ..., 4} distincts tels que / soit de 
degré non nul en y^ et en y y Gomme p^ est de degré total 4 et de degré 2 
en y^ et en yj , que g est non constant et que les degrés de / en t/j et en y^ sont 
pairs (puisque / G fc[t/^, ..., t/|]) et non nuis, on conclurait que le coefficient 
de yfy^ dans pg est nul, ce qu’il n’est pas. L’action de G sur F est donc 
transitive. Il en résulte que pg est irréductible, compte tenu que le coefficient 
dominant de pg vu comme polynôme en t/g à coefficients dans fc[p 2 , P 3 , y 4 ] est 
lui-même un polynôme irréductible, étant une forme quadratique de rang 3. 

Enfin, pour vérifier que les polynômes pg, ..., pg sont premiers entre eux 
deux à deux, sachant qu’ils sont irréductibles, il suffit de remarquer que 
les Pj pour i G {0, ...,4} sont deux à deux non proportionnels et que 
deg(pj < deg(pg) < deg(pg) pour tout t G {0, ..., 4}. □ 

Remarque — Il est possible d’établir l’irréductibilité de pg en travaillant 
directement sur sa définition. Inversement, une variante du théorème 3.110 
permettrait sans doute d’obtenir l’irréductibilité de pg par voie abstraite. 

Voici enfin quelques identités dont nous aurons besoin par la suite. Notons 
Cg (//”’') le coefficient de p’" dans pg, où l’on considère pg comme un polynôme 
en y^ à coefficients dans k[{y()(^y^. 

Proposition 3.70 — Les égalités suivantes ont lieu : 

16p?pipIp|d34C^23C^244l4lC^41 = (2Cg(pi)p? + C 6 (p?))^ - 4c6(p^)p6, (3.18) 

16pip?pIp|d34C^13C^14C^1242C^42 = (2Cg(p2)2/2 + C 6 (î/|))^ “ 4c6(p|)p6, (3.19) 

4dgi(io2PiP2 = (dQgP 2 + dQ 2 Pi) — dg 2 Po- (3.20) 

Démonstration — La troisième égalité n’est autre que l’identité df^iP 2 —d( 42 Pi = 
—(ii 2 Po élevée au carré. Les deux premières étant symétriques, il reste seule¬ 
ment à établir (3.18). G’est à nouveau une égalité formelle, au sens où elle 
vaut dans l’anneau des polynômes à coefficients entiers en les Oj, 6 j, Pj ; tout 
logiciel de calcul symbolique permet de la vérifier. Alternativement, il est 
possible de la démontrer à la main en moins de trois pages, comme me le 
prouva par l’exemple Swinnerton-Dyer peu de temps après que je lui eus 
envoyé une version préliminaire du manuscrit (lettre de Swinnerton-Dyer à 
l’auteur, 21 octobre 2005). □ 

Cas presque simultanément diagonal 

Nous supposons ici que les formes quadratiques pg et P 2 sont « presque 
simultanément diagonales » dans la base e, c’est-à-dire que pour ces deux 
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formes, les vecteurs Bq, et 62 sont deux à deux orthogonaux et orthogonaux 
à 63 et 64. Soient a, = et = q^ie^) pour f G {0, 4 }, Og = 1^1(63,64), 

65 = 1 ^ 2 ( 63 , 64 ) et = a^bj — ajb^ pour i,j G {0, ..., 5}. Les équations (3.12) 
deviennent ici : 


<^0 ~ 

«1 = diiv), 

«2 = «472 + O 27 I - (Î249i(2/), (3-21) 

«3 = ^413 + «374 - 2057374 - <^3491(2/). 

«4 = 047273 - «57274 - <5244491 (ï/). 

et de même en remplaçant 0 ;^ et Oj respectivement par /3j et b^ pour tout i, 
et Qi par q 2 . Posons = a^q 2 — b^q^ pour i G {0,1}. 

Proposition 3.71 — Le polynôme pg divise dg^c + 4(ig2(dQ3dQ4 — d4)di74Pi 
dans 1 / 4 ]. 

Remarquons que £g G k*/k*'^ est représenté par (ioi42(4344 ~ '^os)- 


Démonstration — Une fois remplacés dans la définition de c les a^ et les j3^ par 
les membres de droite des équations (3.21) (et des équations analogues pour 
les /3j) et développée l’expression obtenue, l’identité <^3472 — <^2473 = “4374 
permet de voir que c est divisible par 74 , et plus précisément que 

7 ^ — ~^l 3 l 4 ^^ü 2^3 + 45/2) ~ 2 <io 572/5 + 4 fc 7 i !j mod Pq, 

{*.j.fc} = { 2 . 3 , 4 } 


OÙ /j = 0^52 — bj^qi pour f G {2, ..., 5}. Le résultat voulu s’en déduit aisément, 
compte tenu des relations suivantes : 


4 i/i = mod Po pour tout t G { 2 , ..., 5 }, 

4172 = -do2y2Pi mod pg, 

4 1 73 = -(432/3 + do5y4)Pi mod pg, 

4174 = -( 452/3 + 442/4)Pi mod pg, 

4 i 2 /i = —422/2 — 432/3 — 442/4 — 2452/32/4 inod Pg. 


3.4.5 Spécialisation de la condition (D) 


□ 


A toute droite de H suffisamment générale est associée un pinceau de 
courbes de genre 1 : la restriction de tt^o au-dessus de cette droite. Nous 
avons vu que la fibration jacobienne de ce pinceau admet une section d’ordre 2 
(cf. proposition 3.48). Cette fibration étant par ailleurs semi-stable, comme 
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nous le prouverons ci-dessous, nous pouvons lui appliquer les résultats du 
chapitre 2, et notamment le théorème 2.5, dans l’énoncé duquel une « condi¬ 
tion (E) » a été définie. L’objet de ce paragraphe est d’exhiber beaucoup de 
droites de H pour lesquelles le pinceau associé satisfait à la condition (E), 
lorsque k est un corps de nombres. Il sera pour cela nécessaire de supposer 
qu’une certaine forme générique de la condition (D) est vérifiée. Occupons- 
nous donc d’abord de définir celle-ci précisément. 

Dans tout ce paragraphe, on suppose donnés un point /ig G H°(A:) au- 
dessus duquel la fibre de ttjjo est lisse et un hyperplan /c-rationnel H C H ne 
contenant pas /ig. 

Soit E' la jacobienne de la fibre générique de ttjjo. 

Proposition 3.72 — La courbe elliptique E' est à réduction semi-stable en 
tout point de codimension 1 de H°. Elle possède un unique point rationnel 
d’ordre 2, et si l’on note E" le quotient de E' par ce point, la courbe 
elliptique E" possède elle aussi un unique point rationnel d’ordre 2. 

Démonstration — Il est déjà connu que E' possède au moins un point rationnel 
d’ordre 2 (cf. proposition 3.48). Toute courbe elliptique 2-isogène à E' possède 
donc un point rationnel d’ordre 2 . Ainsi, pour prouver la proposition, on 
peut supposer k algébriquement clos, auquel cas les formes quadratiques q^ 
et <72 sont simultanément diagonalisables (cf. proposition 3.28). Soit à G H° 
un point de codimension I. Reprenons les notations du paragraphe 3.4.4; 
une transformation linéaire dans permet de supposer que st Q 2 sont 
simultanément diagonales dans la base e, que le point Pg a pour coordonnées 
homogènes [I : 0 : 0 : 0 : 0] et que ( 2 / 174 ) (à) jè 0, comme expliqué 
immédiatement après les équations (3.10). Notons r: k[yi, ..., 2 / 4 ] —>■ ^jjo 
l’application qui à /( 2 / 1 , ..., 2 / 4 ) associe /(l, 2 / 2 /î/i: î/a/î/i; 2 / 4 /î/i) ; c’est un 
morphisme d’anneaux. Nous avons vu que la courbe elliptique E' a pour 
équation de Weierstrass 


Y2 = (X-r(c))(X2-r(d)) 

(cf. proposition 3.66, appliquée au point générique de H° ; en toute rigueur, 
dans le paragraphe 3.4.4, le point h était supposé /c-rationnel, mais rien 
n’empêche d’étendre les scalaires de fc à k(H) avant d’appliquer cette pro¬ 
position). Notons V la valuation normalisée associée à l’anneau de valuation 
discrète Compte tenu que v{r{yi)) = v{r{'-f^)) = 0, les propositions 3.67 

et 3.69 montrent que l’un de v{r{d)) et de v(r{c^—d)) est nul. Il en résulte d’une 
part que l’équation de Weierstrass ci-dessus est minimale (en tant qu’équation 
de Weierstrass à coefficients dans et d’autre part, comme son discrimi¬ 

nant est 16r(d)r(c^—d)^, que la courbe elliptique E' est à réduction semi-stable 
en h. Les propositions 3.67 et 3.69 montrent de plus que ni r{d) ni r(c^ — d) ne 
sont des carrés dans /î(H), ce qui prouve la seconde assertion, étant donné que 
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le quotient de E' par le point de coordonnées (X, Y) = (r(c), 0) a pour équation 
de Weierstrass = (X + 2r(c))(X^ — 4r(c^ — d)) (cf. proposition 3.66). □ 

Soient (/?' : E' —>■ E" le morphisme canonique et ip" : E" —>■ E' l’isogénie 
duale. Notons t' G /t(H)*/K(H)*^ (resp. t" G k(H)*/k(H)*^) l’image de 
l’unique point rationnel d’ordre 2 de E" (resp. de E') par la flèche E"(k(H)) —>■ 
H^(k(H),Z/ 2) (resp. E'(k(H)) —>• H^(«;(H), Z/2)) induite par la suite exacte 

0-^ Z/2-^ E' E"-> 0 


(resp. 

0-^ Z/2-^ E" E'-^ 0). 

Notons de plus m" G s;(H)*/k(H)*^ l’image par la flèche H^(«;(H), 2 E') —>• 
H^(k(H), ^//E") induite par p': 2 E' —>• ^//E" de la classe de la fibre générique 
de TTjjo, vue comme 2-revêtement de E' (cf. proposition 3.66). 

Soit A C l’ensemble des points de au-dessus desquels la fibre de ttjjo 
est singulière. C’est un fermé purement de codimension 1 dans H® d’après 
la proposition 3.68, que l’on peut appliquer après extension des scalaires 
de fc à fc et diagonalisation simultanée de Çi et < 72 . (Cette propriété résulte 
aussi des considérations du paragraphe 3.4.3.) Si h est le point générique 
d’une composante irréductible de A, on peut donc considérer le modèle de 
Néron de E' au-dessus de Spec(^jjoj^). Deux cas se présentent alors, selon 
que l’unique point rationnel d’ordre 2 de E' se spécialise sur la composante 
neutre de la fibre spéciale du modèle de Néron ou non. Notons A' (resp. A") la 
réunion des composantes irréductibles de A pour lesquelles le point rationnel 
d’ordre 2 de E' se spécialise (resp. ne se spécialise pas) sur la composante 
neutre. 

Proposition 3.73 — Les classes m" et i" appartiennent au sous-groupe 
Gjj,(H \ (A"un))/2 de k(H)*/k(H)*^. De même, la classe t' appartient au 
sous-groupe Gj^(H \ (A' U n))/2. 

Démonstration — Comme II est un hyperplan, il suffit de vérifier que les 
classes m" et t" appartiennent (resp. que la classe t' appartient) aux noyaux 
des flèches /î(H)*/«;(H)* —>■ Z/2 induites par les valuations normalisées aux 
points de codimension 1 de H \ A" (resp. de H\ A'). Fixons un tel point h. 
Le fc-schéma Spec(^H,/i) ^st un schéma de Dedekind connexe, puisque c’est 
un trait ; vu la proposition 3.72, nous sommes donc en situation d’appliquer 
la proposition 2.1 aux modèles de Néron des courbes elliptiques E' et E" 
au-dessus de Spec(i^Hjj). Pour conclure, il reste à remarquer que m" et t" 
appartiennent (resp. t' appartient) au groupe de i 73 "-Selmer géométrique de E" 
(resp. au groupe de i^s'-Selmer géométrique de E') relativement à Spec(i^jj ^). 
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Ceci est évident pour les classes i' et i" puisqu’elles proviennent de points 
rationnels; quant à m", cela résulte de ce que la fibre de 7rjjo au-dessus de h 
est géométriquement réduite (cf. théorème 3.58). □ 

Proposition 3.74 — Pour tout h de codimension 1, la surface Cjjo Xjjo 
Spec(^jj est un modèle propre et régulier minimal de la fibre générique 
de TTjjo au-dessus de Spec(^jj et la courbe tt^q (/i) est de type Iq, ou I2. 

Nous disons qu’une courbe est de type Iq si elle est propre, lisse, géo¬ 
métriquement connexe et de genre 1 ; de type si elle est propre, géomé¬ 
triquement intègre, rationnelle et qu’elle possède un unique point singulier, 
qui est un point double ordinaire ; de type I 2 si elle est propre et qu’elle est 
géométriquement réunion de deux courbes rationnelles lisses se rencontrant 
transversalement en deux points distincts. 

Démonstration — Que cette surface soit régulière résulte de la proposi¬ 
tion 3.60 ; sa connexité découle de la proposition 3.52. Notons temporaire¬ 
ment S le spectre du hensélisé strict de st Cg = Cfjo x jjo S. La surface Cg 
est elle aussi régulière. La fibre spéciale de la projection TTg : Cg —>■ S est réduite 
(cf. théorème 3.58). Elle admet donc un point rationnel lisse ; celui-ci se relève 
en une section de TTg, d’où un isomorphisme entre la fibre générique de TTg et 
la courbe elliptique E' x,^(-jj) k(S). Il s’ensuit qu’après éventuellement une ou 
plusieurs contractions (dont on note m le nombre) de composantes irréduc¬ 
tibles de la fibre spéciale de TTg, la surface Cg devient isomorphe à un modèle 
propre et régulier minimal de la courbe elliptique E' x k(S) au-dessus de S. 

Etant donné que celle-ci est à réduction semi-stable (cf. proposition 3.72) et 
que la fibre spéciale de TTg possède au plus deux composantes irréductibles 
(cf. théorème 3.58), on en déduit que si la conclusion de la proposition est en 
défaut, alors m = 1, la courbe elliptique E' est à réduction de type en h, 
la fibre spéciale de TTg admet deux composantes irréductibles et soit l’une 
de ces composantes irréductibles est de genre arithmétique 1 (cas où Cg est 
obtenu en éclatant un point régulier de la fibre spéciale d’un modèle propre et 
régulier minimal de E' k(S)), soit l’une de ces composantes irréductibles 
est de multiplicité 2 (cas où Cg est obtenu en éclatant le point singulier). Une 
telle situation ne peut arriver ; en effet, d’une part nous savons que la fibre 
spéciale de TTg est réduite, d’autre part, comme c’est une intersection de deux 
quadriques dans P^, si elle est réductible, alors ses composantes irréductibles 
sont des courbes de degré ^ 2 et donc de genre arithmétique nul. □ 

Notons Irr(Z) l’ensemble des composantes irréductibles d’une variété Z. 
Pour m G Irr(A), la proposition 3.74 montre que la fibre géométrique 
de TTjjo au-dessus du point générique de m possède au plus deux composantes 
irréductibles et au plus deux points singuliers. La plus petite extension de K(m) 
par laquelle se factorise l’action du groupe de Galois absolu de K{m) sur ces 
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deux composantes irréductibles (resp. sur ces deux points singuliers) est donc 
une extension quadratique ou triviale; notons (resp. 7^) sa classe dans 

Définition 3.75 — Nous dirons que la condition (Dg) est satisfaite si le 
noyau de la flèche naturelle 

G^(H \ (A' U n))/2 J] 

m€lrr{A") 

est engendré par t'. Nous dirons que la condition (D") est satisfaite si le noyau 
de la flèche naturelle 

G^(H\(A"un))/2^ n 

mÇlrr{A') 

est engendré par m" et t". Nous dirons enfin que la condition (Dg) (ou : la 
condition (D) générique^ est satisfaite si les conditions (Dg) et (D") le sont. 

Nous sommes maintenant en position d’énoncer le résultat principal de ce 
paragraphe. Notons l’ensemble des points p G n(fc) tels que les conditions 
suivantes soient vérifiées : 

(i) le point p n’appartient pas à A ; 

(ii) la droite D de H passant par p et /ig est incluse dans ; 

(iii) la surface tt^o (D) est lisse et géométriquement connexe sur k ; 

(iv) le morphisme 7rj^o(D) —>■ D induit par ttjjo est propre, plat, à fibres 
réduites, de fibre générique une courbe lisse et géométriquement connexe 
de genre 1 et de période ^ 2 dont la jacobienne est une courbe elliptique 
à réduction semi-stable sur D admettant un unique point rationnel 
d’ordre 2 ; 

(v) il existe un fc-isomorphisme t: D P), tel que r(p) = 00, tel que la 
condition (E) du théorème 2.5 soit satisfaite pour la famille 

tottho: 7r-c((D) —^ 

relativement à l’ensemble de places S que l’énoncé du théorème 2.5 
associe à cette famille et au point Xq = tQiq) g P^(fc), et tel que 
r(/ig) n’appartienne à la composante connexe non minorée de U(fc„) 
pour aucune place v réelle, où U = t(D \ (D fl (A U II))). 

Proposition 3.76 — Supposons que k soit un corps de nombres. Si la 
condition (Dg) est satisfaite, l’ensemble Sê est dense dans n(Aj,) pour la 
topologie adélique. 

Démonstration — Choisissons, pour chaque place réelle v de k, un élément 
a„ G k* qui soit négatif en v et positif en toute autre place réelle. Soit S C D 
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un ensemble fini arbitrairement grand de places de k contenant les places 
archimédiennes, les places dyadiques, un système de générateurs du groupe 
de classes de k, les places finies de mauvaise réduction pour la jacobienne 
de 7 r^o(/ig), les places finies v telles que l’adhérence de /iq G H C P| dans 
rencontre celle de A U H et enfin les places finies en lesquelles au moins 
l’un des a„ pour v réelle n’est pas une unité. Nous allons exhiber un élément 
de M arbitrairement proche de Â:„-points fixés de H pour ri G S. 

Si Z est un sous-schéma de P|, notons Z son adhérence dans P^g, où à’g 
désigne l’anneau des S-entiers de k. Pour m G Irr(A") (resp. m G Irr(A')), 
soit C K{m )*/le sous-groupe engendré par (resp. et 7 ^) 
et par l’image de la flèche 

(h \ (ÂGjn) ) /2 ^ «;(m)7K(m)*2 

(resp. 

G^(h\ (zyajn ))/2 ^ K(m)VK(m)* 2 ) 

d’évaluation au point générique de m. Les groupes sont finis en vertu du 
théorème des unités de Dirichlet. 

Notons q: H\{ft,Q} —>■ Il le morphisme de projection sur H depuis Ùq et 
munissons A C H de sa structure de sous-schéma fermé réduit. Le morphisme 
A —)■ n induit par q est fini (puisque ùg ^ A) et génériquement étale 
(puisque A est réduit). Il existe donc un ouvert dense 11° C II tel que le 
morphisme g“^(n°)nA —>■ 11° induit par q soit fini étale. Quitte à rétrécir 11°, 
on peut supposer que 11° fl < 7 (E) = 0 et donc que < 7 “^(11°) C H°, puisque E 
est de codimension ^ 2 dans H. On peut aussi supposer que 11° fl A = 0 
puisque A ne contient pas d’hyperplan de H (cf. proposition 3.68, que l’on 
peut appliquer après extension des scalaires de fc à fc ; au lieu d’utiliser cette 
propriété non triviale, on pourrait tout aussi bien prendre pour hypothèse que 
n ^ A dans tout le paragraphe). 

Lemme 3.77 — Quitte à rétrécir l’ouvert 11° C H, on peut supposer que 
TTj^o (D) est une surface lisse et connexe pour tout p G 11°, notant D la droite 
de H passant par p et Hq. 

Démonstration — Soit E' C H la réunion de E et de l’image par ttjjo du lieu 
singulier de Gjjo. Posons 

I = {(p, ù) G n X;. (H \ E') ; p, h et Iiq sont alignés dans H}. 

La seconde projection I —>■ H \ E' permet d’identifier I à l’image réciproque 
de H \ E' dans le H-schéma obtenu en faisant éclater ùg. Notons G^^^, = 

\ E') et Cj = Gh\e' Xh\e' I- Gomme le morphisme tt^o est plat 
(cf. proposition 3.51) et que les éclatements commutent à de tels changements 
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de base, la première projection Cj —>■ permet d’identifier Cj à l’image 

réciproque de Cjj^g/ dans le Cjjo-schéma obtenu en faisant éclater 7 rj^o(/iQ). 
Comme et 7 rÿo^(/iQ) sont des variétés lisses et connexes (Cjj^g/ est 

lisse par définition de E', connexe d’après la proposition 3.52), il en résulte 
que Cj est lisse et connexe (cf. [39, II, 8.24]). En particulier, c’est une variété 
régulière et irréductible, d’où l’on tire que la fibre générique de la composée des 
projections Cj —>■ I —>■ Il est régulière et irréductible. La proposition s’ensuit, 
étant donné que (/(E') est un fermé strict de II (cf. proposition 3.60). □ 

Pour m G Irr(A), chaque g G \ {1} définit un revêtement double 
connexe de m. Quitte à rétrécir 11°, on peut supposer que pour tout m G Irr(A) 
et tout g G \ {!}, le revêtement double de m défini par g est étale au- 
dessus de ( 7 “^(n°) n m. Nous noterons alors g(M) G k(M)*/s;(M)*^ la classe 
de la fibre en M du revêtement associé à g G G^, pour M G g“^(n°) fl m. 

Quitte à rétrécir encore 11°, on peut supposer que pour tout m G Irr(A), 
si la fibre de ttjjo au-dessus du point générique de m est de type Ij^ (resp. I 2 ), 
alors toute fibre de ttjjo au-dessus de q“^(n°)nm est géométriquement intègre 
(resp. est réduite et possède géométriquement deux composantes irréductibles, 
qui sont des courbes rationnelles lisses se rencontrant en deux points distincts). 
(Cela résulte de [EGA IV 3 , 9.7.7 et 9.9.5], que l’on applique d’une part au 
morphisme obtenu à partir de 7 rÿo^(m) —>■ m par le changement de base de 
degré 2 défini par suivi de la restriction à une composante irréductible de 
l’espace total, d’autre part, dans le cas I 2 , au morphisme obtenu par restriction 
de TTjJo (m) —>■ m au lieu de non lissité, changement de base de degré 2 défini 
par 7 ^ puis restriction à une composante irréductible de l’espace total.) 

Enfin, il résulte du lemme 3.12 qu’un dernier rétrécissement de 11° permet 
de supposer que pour tout m G Irr(A) tel que la fibre de ttjjo au-dessus du 
point générique de m soit de type I 2 et tout M G ( 7 “^(n°) fl m, la plus petite 
extension de k(M) par laquelle se factorise l’action du groupe de Galois absolu 
de k(M) sur les deux composantes irréductibles (resp. sur les deux points 
singuliers) de la fibre géométrique de ttjjo en m est une extension quadratique 
ou triviale dont la classe dans /î(M)*/k(M)*^ est égale à /3^(M) (resp. 7 ^(M)). 

Nous disposons maintenant d’un certain nombre de revêtements étales 
connexes de 11° : les revêtements connexes g“^(n°) fl m —>■ 11° pour m G 
Irr(A) (ils sont étales parce que g“^(n°) fl A —>• 11° l’est par hypothèse) 
et les revêtements obtenus en composant ceux-ci avec les revêtements étales 
doubles connexes de ( 7 “^(n°)nm définis par les éléments de G^\{1}. D’après 
le théorème d’irréductibilité de Hilbert avec approximation faible (cf. [27]), il 
existe p G n°(A:) arbitrairement proche de /c^-points fixés de H aux places 
w G S, tel que les fibres en p de tous ces revêtements de n° soient intègres. 

Il reste à vérifier que p G Notons D la droite de H passant par p et ùg. 
Les conditions (i) et (ii) de la définition de ^ sont satisfaites par construction 
de n° ; de même pour la lissité et la connexité de la surface (D). Sachant 
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que cette surface est lisse et connexe, sa connexité géométrique résultera 
de (iv). Il suffit donc d’établir les propriétés (iv) et (v). Le morphisme 
7rjJo(D) —>• D est évidemment propre. Il est plat d’après la proposition 3.51. 
Ses fibres sont réduites par construction de : plus précisément, nous savons 
que ses fibres géométriques singulières sont intègres ou sont des réunions de 
deux courbes rationnelles lisses. Comme ft-Q ^ A, le point générique de D 
n’appartient pas à A ; la fibre générique de ce morphisme est donc lisse. C’est 
une courbe géométriquement connexe de genre 1 d’après la proposition 3.46, 
de période < 2 d’après la proposition 3.66. Notons Eq la jacobienne de la fibre 
générique du morphisme tTjJo (D) —>■ D. Le lemme suivant termine de prouver 
que la propriété (iv) est satisfaite. 

Lemme 3.78 — La courbe elliptique Eg est à réduction semi-stable en tout 
point fermé de D. Elle possède un unique point rationnel d’ordre 2, et si l’on 
note Eg le quotient de Eg par ce point, la courbe elliptique Eg possède elle aussi 
un unique point rationnel d’ordre 2. De plus, l’ensemble des points fermés de D 
de mauvaise réduction pour Eg au-dessus desquels le point rationnel d’ordre 2 
de Eg se spécialise (resp. ne se spécialise pas) sur la composante neutre du 
modèle de Néron est égal à D fl A' (resp. D fl A"j. 

Démonstration — Compte tenu qu’il est déjà connu que Eg admet un point 
d’ordre 2 rationnel (cf. proposition 3.66), on peut s’autoriser une extension 
des scalaires pour démontrer le lemme. On peut donc supposer les formes 
quadratiques qi et ^2 simultanément diagonalisables (cf. proposition 3.28). 
Soit h G D n A. Dans les arguments ci-dessous, le point h sera parfois 
soumis à une contrainte, parfois quelconque. Reprenons les notations du 
paragraphe 3.4.4; une transformation linéaire de P| permet de supposer 
que qi et q 2 sont simultanément diagonales dans la base e, que le point Pg a 
pour coordonnées homogènes [1 : 0 : 0 : 0 : 0] et que (î/i74)(à) ^ 0. (La même 
remarque que dans la preuve de la proposition 3.72 vaut ici : si l’on veut que 
le point h soit rationnel, comme cela avait été supposé au paragraphe 3.4.4, 
il suffit d’étendre les scalaires de /c à K{h) avant d’appliquer les résultats 
de ce paragraphe. Nous ne referons plus cette remarque à l’avenir.) Notons 
r: k[yi, ..., 2 / 4 ] — >■ le morphisme d’anneaux qui à f{yi, ..., 2/4) associe 

le germe de fonction induit par /(l, 2/2/î/ii 2/3/1/112/4/l/i) st valuation 
discrète normalisée associée à l’anneau de valuation discrète ^D,h- La courbe 
elliptique Eg a pour équation de Weierstrass 

Y2 = (X-r(c))(X 2 -r(d)) 

(cf. proposition 3.66). Compte tenu que v{r{yi)) = w(r( 74 )) = 0, la proposi¬ 
tion 3.67 montre que 

v{r{d)) = 2n(r(pg)) -b v(r(pg)) (3.22) 


et 
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v{r{c^ -dj)=Y^ v{r{p,)). (3.23) 

i=^l 

Les hypersurfaces de d’équation p- = 0 pour i G {0, 6} sont les 

composantes irréductibles de A (cf. proposition 3.68). Par ailleurs, comme 
par construction de 11° le schéma Dfl A est réduit, le point h appartient à une 
unique composante irréductible de A et celle-ci rencontre D transversalement 
en h. Il s’ensuit qu’il existe un unique i{h) G {0, ..., 6} tel que v(r(p^ (h))) 7^ 0 
et que l’on a alors v(r(p^i^^)) = 1. Les équations (3.22) et (3.23) permettent 
d’en déduire que l’un de v{r{d)) et de v{r{c^ — d)) est nul, ce qui assure 
que la courbe elliptique Eq est à réduction semi-stable en h (cf. preuve de la 
proposition 3.72 pour les détails). 

Choisissons temporairement le point h dans la composante irréductible 
de A d’équation pg = 0. On a alors i{h) = 6 et donc v{r{d)) = 1, vu 
l’équation (3.22), ce qui entraîne que r{d) n’est pas un carré dans k(D). Nous 
avons ainsi prouvé que la courbe elliptique Eq admet un unique point rationnel 
d’ordre 2. Choisissons maintenant le point h dans la composante irréductible 
de A d’équation pg = 0. On a alors i{h) = 5 et donc v(r(c^ — d)) = 1, vu 
l’équation (3.23), ce qui entraîne que r(c^ — d) n’est pas un carré dans k(D). 
Nous avons ainsi prouvé que la courbe elliptique Eq admet un unique point 
rationnel d’ordre 2, étant donné qu’elle a pour équation de Weierstrass 
Y2 = (X -h 2r(c))(X2 - 4r(c2 - d)). 

Revenons à la situation où le point h est quelconque. Le point rationnel 
d’ordre 2 de Eg se spécialise sur la composante neutre du modèle de Néron 
de Eg au-dessus de Spec(^j3_;j) si et seulement si v{r{d)) > 0, autrement dit, 
si et seulement si h appartient à l’hypersurface d’équation PgPg = 0. Le même 
calcul, effectué au niveau des points génériques des composantes irréductibles 
de A, toujours en supposant qi et <72 simultanément diagonales, montre que 
A' est l’hypersurface de H° définie par l’équation PgPg = 0 (cf. preuve de 
la proposition 3.72 pour les détails). Ceci démontre la dernière assertion du 
lemme. □ 

Lemme 3.79 — La surface tt^q (D) est un modèle propre et régulier minimal 
de la fibre de 7rÿo au-dessus du point générique de D. Les fibres singulières du 
morphisme tt^q (D) —> D sont de type ou I2. 

Démonstration — Nous savons déjà que cette surface est propre, lisse et 
connexe et que les fibres géométriques réductibles de 7r^o(D) —>■ D sont des 
réunions de deux courbes rationnelles lisses. Sachant que Eg est à réduction 
semi-stable en tout point fermé de D (cf. lemme 3.78), il s’ensuit que cette 
surface est relativement minimale au-dessus de D et que ses fibres singulières 
sont de type Ig ou I2 (cf. fin de la preuve de la proposition 3.74). □ 

Soient (/?q : Eg —>• Eg le morphisme canonique et : Eg —>• Eg l’iso- 
génie duale. Notons tg G k(D)*/k(D)*^ (resp. tg G k(D)*/k(D)*^) l’image 
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de l’unique point rationnel d’ordre 2 de Eg (resp. de Eg) par la flèche 
Eq(k(D)) —>• H^(k(D),Z/ 2) (resp. Eq(k(D)) —>• H^(k(D), Z/2)) induite par 
la suite exacte 


0-> Z/2-> e;, E" 


>0 


(resp. 

0 —i Z/2 —> E" e;,-^ 0). 

Notons de plus ttig G k(D)*/k(D)*^ l’image par la flèche H^(K(D), 2 Eg) —>• 
H^(«;(D), ^»Eg) induite par <pg: 2 Eq —>• ^"Eg de la classe de la fibre de ttjjo 
au-dessus du point générique de D, vue comme 2-revêtement de Eg (cf. pro¬ 
position 3.66). 

Lemme 3.80 — L’image de t' (resp. i", m" ) par la flèche 

G^(H \ (A U n))/2 ^ k(D)Vac(D)*2 

d’évaluation au point générique de D est égale à tg (resp. tg, ntg/. 

Démonstration — Notons h le point générique de D et reprenons les notations 
du paragraphe 3.4.4, de sorte que (î/i 74 )(^) f 0. Soit r: k[yi, ..., î/ 4 ] —>■ 
le morphisme d’anneaux qui à /(y^, ..., ^ 4 ) associe /(l, 2 / 2 / 2 / 172 / 4 / 2 /i)- 
Il résulte de la proposition 3.66 que t' (resp. t", m") est égal à la classe de r{d) 
(resp. r{c^ - d), r{dl^ - di 2 d 43 )) dans ^R,h et que t[) (resp. tf), mj,') est 
égal à l’image de r{d) (resp. r{c? — d), r{d‘l.^ — d 42 d 43 )) par la flèche naturelle 
h ^ /î(/i)*/k(/i)*^, d’où le lemme. □ 

Lemme 3.81 — Il existe un k-isomorphisme t: D P/ tel que t{p) = 00 
et qui se prolonge en un ff^-isomorphisme D P^s- 

Démonstration — C’est essentiellement une conséquence de l’hypothèse que 
Pic(i^g) = 0. Celle-ci entraîne en effet que le groupe PGL„^ 4 (i^g) agit 
transitivement sur P"(^g) pour tout n ^ 1. De manière générale, pour toute 
droite L C P| et tout point £ G L(fc), il existe un ^g-isomorphisme L P^^ 
envoyant £ sur 00 . En effet, la transitivité de l’action de PGLg(^g) sur P‘’‘(^g), 
puis de PGL 4 (^g) sur P^(^g), puis de PGL 3 (i^g) sur P^(i^g), permet de 
supposer que la droite L est incluse dans l’hyperplan d’équation Xq = 0, puis 
qu’elle est incluse dans le sous-espace linéaire d’équation Xg = = 0 , puis 

qu’elle a pour équation Xq = x^ = X 2 = 0, où [xq : ■ ■ ■ : xf\ sont les coordon¬ 
nées homogènes de P^ ; il est alors évident que L est ^g-isomorphe à P^^ et 
l’on conclut grâce à la transitivité de l’action de PGL 2 (i^g) sur P^(i^g). □ 
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Fixons T comme dans le lemme 3.81. Pour chaque place réelle v G il, on 
peut supposer, quitte à remplacer r par sa composée avec l’automorphisme 
t I—de P^, que r(/io) n’appartient pas à la composante connexe non 
minorée de t(D \ (D fl (A U n)))(fc„). 


Nous savons que tt^q (D) -pi est une famille de courbes de genre 1 

satisfaisant aux hypothèses générales du chapitre 2. Nous pouvons donc 
reprendre les notations de ce chapitre relatives à cette famille, notamment 
Jt", 6^,,s(Ai, <?'), 6^„,s(Ai, S"), L'm, L" , F{^, F" , 5'i^, [JT], {æ"\. 

(Ceci rend la notation ip', p" conflictuelle; le contexte permettra facilement 
de lever toute ambiguïté.) Soient respectivement et les adhérences 
de et dans A^^. Dans le lemme suivant, nous identifions le corps des 
fonctions de à k(D) via r. 


Lemme 3.82 — Pour que la condition (E) du théorème 2.5 soit satisfaite 
relativement à l’ensemble de places que l’énoncé de ce théorème associe au 
point Xq = T{hQ), il suffit que le noyau de la flèche naturelle 

Me..#" 

soit inclus dans le sous-groupe de k(D)*/«:(D)*^ engendré par ig et que le 
noyau de la flèche naturelle 

J] ac(M)7(^(M)*2,^,„(M),7^(M)) 

Me.#' 

soit inclus dans le sous-groupe de k(D)*/k(D)*^ engendré par i'f et rrig. 


Démonstration — Étant donné que r se prolonge en un ^g-isomorphisme 
D dus T(Dn(Aun)) = ..#U{oo} et que l’adhérence de dans P^^ 

ne rencontre pas celle de A U II (par définition de S), l’adhérence de r(/iQ) 
dans P^g ne rencontre pas celle de U {oo}. Il s’ensuit que l’ensemble de 
places que l’énoncé du théorème 2.5 associe au point t(/iq) est inclus dans S, 
et il suffit donc de vérifier la condition (E) relative à S. 

Les groupes 6^/ 3 (AJ,, <^') et 6^//g(A^, <^") s’identifient respectivement 

à Gjjj^A^g \ /2 et /2, d’après la proposition 2.1 et 

l’hypothèse selon laquelle Pic(^g) = 0. Les groupes F(^^ pour M G sont tous 
d’ordre ^ 2 puisque les fibres géométriques de 7rj^o(D) D comportent au 
plus deux composantes irréductibles. Par conséquent, les extensions L(^/«;(M) 
pour M G sont toutes triviales et le groupe II^(L5^ se plonge 
naturellement dans k(M)*/k(M)*^. Pour tout M G , l’image de S^([âé]) 
dans k(M)*/s;(M)*^ est égale à la classe de la fermeture algébrique de k(M) 
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dans une composante irréductible de tTjjq (r ^(M)). Cette dernière n’est autre 
que j3^ (M), par hypothèse ; d’où un plongement naturel 

n Hi(Lj^,F{^)/(ùî^([.r]))-^ n «(M)7(«(Mr^/3™(M)). 

Me..#" Me.#'" 

De plus, un diagramme commutatif analogue à (2.14) (précisément, celui 
obtenu en remplaçant par A),) assure la commutativité du carré 

g (-Al gi\ _V TT H^(Lm’^m) 

> (3.24) 

G^(ai,^\:^)/2 -> H «(M)V7(M)*^/3„(M)), 

Me.#" 

dont on vient de construire les flèches verticales, dont la flèche horizontale 
supérieure est la composée de la flèche 6,^/_s(Aj,, S") —>• ^/H^(A^,^') issue de 
la suite exacte (2.3) et de la flèche (2.6) et dont la flèche horizontale inférieure 
est celle apparaissant dans l’énoncé de ce lemme. On prouve de la même 
manière l’existence d’un carré commutatif 

(3.25) 

> n LM/(Lr,/3™(M)). 

Me.#' 

La seule différence est que les groupes F^ pour M G ne sont pas tous 
d’ordre < 2 et que les extensions L((j//î(M) ne sont pas toutes triviales, mais 
il n’en reste pas moins vrai que 2 H^(L((j,F^) = H^(L((j, 2 F{([) = L^/L^^- 
Le lemme 3.79 montre que pour tout M G après extension des scalaires 
de k(M) à l’extension quadratique ou triviale définie par /3^(M), la fibre 
en M d’un modèle propre et régulier minimal de Eq au-dessus de D s’identifie 
à Trÿ^M). Il en résulte, compte tenu du corollaire A.10, que pour M G 
l’image dans k(M)*/(k(M)*^, ,d^(M)) de la classe de l’extension quadratique 
ou triviale L((j/k(M) est égale à l’image de 7 ^(M). Le noyau de la flèche 
horizontale inférieure du carré (3.25) coïncide donc avec le noyau de la seconde 
flèche de l’énoncé de ce lemme. 

Nous avons maintenant établi que la condition du lemme est satisfaite 
si et seulement si les noyaux des flèches horizontales supérieures des carrés 


> 

G ^( ai ,^\.^')/2 
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commutatifs (3.24) et (3.25), qui s’identifient à fl 6^/_s(A^, <^') et 
à n 6^.,s(Ai ,<#■"), sont respectivement inclus dans les sous-groupes 
de k(D)*/k(D)*^ engendrés par Iq et par Iq et ttIq. Cette dernière condi¬ 
tion implique bien la condition (E), puisque l’image de ttIq dans le groupe 
n’est autre que la classe □ 

Le lemme 3.78 montre que t(D fl A') = et t(D fl A") = , ce qui 

permet de définir des morphismes G,jj(H \ (A' U n))/2 —>• Gjjj(A^ \ ^')/2 et 
Gjjj(H \ (A" U n))/2 —>• G,„(A^ \ ./#")/2 par restriction à \ ^') et 

Lemme 3.83 — Les morphismes de restriction G,j,(H \ (A' U n))/2 — >■ 
G^(Ai \ ^')/2 et G„(H \ (A" U n))/2 ^ G,„(Ai \ ^")I2 sont des 
isomorphismes. Ils induisent par restriction des isomorphismes 

(h \ (Â^) ) /2 ^ G^ (a^^ \ :^) /2 

et 

G^ (h \ (À^n) ) /2 ^ G^ (a^^ \ /2. 

Démonstration — Intéressons-nous au premier de ces morphismes seulement, 
la preuve pour le second étant symétrique. Le schéma Dflm est par hypothèse 
intègre pour tout m G Irr(A'). Il en résulte tout d’abord que l’inclusion 
D n A' C A' induit une bijection entre composantes irréductibles, ce qui 
entraîne que l’ensemble sous-jacent à .Æ' s’identifie à Irr(A') et permet ainsi 
de définir le diagramme 

0 -^ G^(fc)/2-^ G,„(H \ (A' U n))/2-> (Z/2)i--‘'('^')-^ 0 

0-^ G^(fc)/2-^ G,„(Ai \ J^')/2 -^ (Z/2)^'-^ 0, 

dont les flèches horizontales de droite sont induites par les valuations nor¬ 
malisées. Il en résulte ensuite que la droite D rencontre transversalement 
chacune des composantes irréductibles de A', de sorte que ce diagramme est 
commutatif. Ses lignes étant évidemment exactes, le lemme des cinq permet 
de conclure quant à la première assertion du lemme. 

Considérons maintenant le carré 

G,„(H \ (A' U n))/2- ^ (Z/2)^\s 


GJ^A\\Jé')l2 


> (Z/2)^\s, 
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dans lequel les flèches horizontales sont induites par les valuations norma¬ 
lisées aux points de codimension 1 de et de H associés aux places 

de n\S. Les noyaux des flèches horizontales sont précisément les sous-groupes 
^A'un^^/2 et \./#'^/2, puisque Pic(^s) = 0; tout ce 

qu’il reste à faire pour établir la seconde assertion du lemme est donc de 
prouver que ce carré est commutatif. Notons Ç G D le point générique de 
la fibre en v du morphisme structural D —>■ Spec(^g). Comme r s’étend en 
un ^g-isomorphisme D suffit de vérifier que pour toute fonction 

/ G G^(H \ (A' un)) et toute place v G fl \ S, la valuation de / au point 
générique de la fibre en v du morphisme structural H —>■ Spec(i^g) est égale à 
la valuation en ^ de la restriction de / à D \ (D fl (A' UH)). On peut supposer 
la première de ces deux valuations nulle, grâce à l’hypothèse Pic(^g) = 0. Il 

suffit alors pour conclure de prouver que ^ n’appartient pas à A' U H ; mais si 
tel était le cas, la fibre en u de D serait incluse dans A' U H et en particulier 
l’adhérence de /iq dans H rencontrerait celle de A' U H, ce qui est exclu par 
définition de S. □ 

Pour tout m G Irr(A), on dispose d’une flèche d’évaluation —>■ 

k(M)*/k(M)*^, où M = d n m, puisque les revêtements de m définis par 
les éléments de sont par hypothèse étales au-dessus d’un voisinage de M. 
Cette flèche est injective par construction de p ; les flèches 

^ «;(M)V(ac(M)*2^/3„(M)) 

(pour m G Irr(A")) et 

G„/(/3„(M),7^(M)) ^ ac(M)V(k(M)*2^/3„(M),7„(M)) 

(pour m G Irr(A')) qu’elle induit sont donc elles aussi injectives. Celles-ci 
s’insèrent dans les carrés commutatifs 

G„(h\(Â^))/2 -> n GJiPUm 

mÇlrr(A") 

; 

G„(a^^\:^)/2 -> H «(M)V(ac(M)*2^/3„(M)) 


et 
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G^(H\(À^n))/2-> J] G^/(/3„(M),7„(M)) 

I m€lrr(A') 


G^(ai^^\^")/ 2-> n K(Mr/(K(Mr2,/3^(M),7^(M)), 

Me^' 

dont les flèches verticales de gauche sont les isomorphismes donnés par le 
lemme 3.83. Combinant ces deux carrés, le lemme 3.80 et le lemme 3.82, on 
voit maintenant que si la condition (Dg) est satisfaite, alors la condition (E) 
relative à l’ensemble de places associé au point t(/iq) l’est aussi, ce qui achève 
la preuve de la proposition 3.76. □ 

Concluons ce paragraphe avec la remarque suivante. 

Proposition 3.84 — Le noyau de la flèche apparaissant dans la définition 
de la condition (Dg) (resp. (Dg)) contient toujours t' (resp. m" et i"). 

Démonstration — Soient m G Irr(A") et h le point générique de m. Nous 
avons déjà vu (cf. preuve de la proposition 3.73) que t' appartient au groupe 
de yj'-Selmer géométrique de E' relativement au trait Spec(^fj,/t)- La courbe 
elliptique E' ayant réduction de type ou I2 en h (cf. proposition 3.74), le 
diagramme commutatif (2.14) montre que l’image de t' dans K{m )*/est 
nulle. Soient maintenant m G Irr(A') et h le point générique de m. Les mêmes 
arguments que ceux que l’on vient d’employer prouvent d’une part que l’image 
de t" dans K(m)*/(K(m)*^, 7^) est nulle, compte tenu que 7^ est la classe de 
l’extension quadratique ou triviale minimale de «(ft.) sur laquelle le groupe 
des composantes connexes de la fibre spéciale du modèle de Néron de E" au- 
dessus de Spec(^H,/i) devienne constant (cf. corollaire A.10), et d’autre part 
que l’image de m" dans K{m )*/est égale à (le raisonnement est 
exactement le même que celui qui précède le diagramme (3.24)). □ 


3.4.6 Vérification de la condition (D) générique 

Les hypothèses du paragraphe précédent sont toujours en vigueur. Sup¬ 
posons de plus que k soit un corps de nombres. Nous allons prouver que 
la condition (Dg) est satisfaite sous l’hypothèse (v) du théorème 3.36; la 
démonstration de la proposition ci-dessous occupera tout le paragraphe 3.4.6. 

Proposition 3.85 — Supposons que la condition (3.7) soit satisfaite, que 
Br(X)/Br(fc) = Q et que soit £q = 1 dans k*/k*'^, soit il existe t G 
tel que l’image de £g dans K(t)*/soit distincte de 1 et de s^. Alors 
la condition (Dg) est satisfaite. 



3.4.6. Vérification de la condition (D) générique 


181 


Il est possible d’étudier certaines questions liées à la structure galoisienne 
de X en appliquant sur k les calculs explicites du paragraphe 3.4.4 pour le 
cas simultanément diagonal et en suivant l’action de F sur les coefficients des 
polynômes ainsi obtenus. Ce type de raisonnement sera utilisé à plusieurs 
reprises dans la preuve de la proposition 3.85. Nous le détaillons ici une fois 
pour toutes. 

Pour i G {0, ...,4}, soit G k un vecteur non nul dont l’image 
dans P'^(fc) soit égale à Pj. Quitte à multiplier les par des scalaires non nuis, 
on peut supposer le vecteur Cq invariant sous F et la famille (ci, ..., 64 ) globa¬ 
lement stable sous F. D’après la proposition 3.28, la famille e = (cq, ..., 64 ) 

est une base de k et les formes quadratiques Qi et ^2 sont simultanément 
diagonales dans e. Reprenons donc les notations du paragraphe 3.4.4, cas 
simultanément diagonal, associées à e et au corps k ; d’où notamment des 
éléments Ug, ..., 04,69, ...,64 G k. Notons y: F -G ©4 le morphisme de 
groupes tel que P^ur tout 7 G F et tout i G {1, ..., 4}. La 

base e détermine un isomorphisme de fc-algèbres 


F H 


0^(d) ..., 2/4], 


(3.26) 


d >0 


d’où une action du groupe F sur la fc-algèbre k[yi, ..., 2 / 4 ], par transport de 
structure. L’action de F sur les monômes unitaires est donnée par y ; plus 
précisément, on a 72/j = yx{-i){i) POur tout 7 G F et tout i G {!,..., 4}. Par 
ailleurs, les polynômes qi{y) = 042 / 1 +’ • •+ 042/4 et (/ 2 (î/) = b^y^G-- • ’+b^^yl sont 
invariants sous F puisque (/i, (72 G r(H, ^(2)) ; il en résulte que yOj = <dx{-y){i) 
et yèj = pour tout 7 G F et tout i G {1, ..., 4}. Enfin, on a Og, bg G k 

puisque Cg est invariant sous F. Ainsi a-t-on prouvé : 


Lemme 3.86 — Soit f G Z[ag, ..., 04, 5 g, ...,64,2/4, ..., 2/4] un polynôme in¬ 
variant par l’action de y (F) C ©4 sur les indices {1, ..., 4}, où les et les 6j 
désignent ici des indéterminées. L’image de f dans k[yi, ..., 2/4] par le mor¬ 
phisme d’anneaux qui envoie les indéterminées Og, ..., 04 , 6 q, ..., 64 sur les 
éléments de k précédemment notés Og, ..., 04 , 6 g, ..., 64 est invariante sous F 
et définit donc un élément de F^H, ®^>g^(d)^ via l’isomorphisme (3.26). 


Démonstration de la proposition 3.85 — Nous allons d’abord récrire la 
condition (Dg) en tenant compte des résultats obtenus aux paragraphes 3.4.3 
et 3.4.4. Posons Ag = n H° et A 4234 = Qt C H°. Soit Ag c H° 

l’hypersurface intègre contenant l’unique point de codimension 1 de H® au- 
dessus duquel la fibre de ttjio est singulière et géométriquement intègre 
(cf. théorème 3.58). Les variétés Ag et Ag sont géométriquement intègres 
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(pour Ag, cela découle par exemple de l’assertion d’unicité dans le théo¬ 
rème 3.58 (i), que l’on applique cette fois après extension des scalaires de k 
à fc) ; la variété Aj ^234 ^ possède quatre composantes irréductibles, sur 

_5 

lesquelles F agit comme sur {ti, ..t^}. Dans une base de k dans laquelle 
et ^2 sont simultanément diagonales, les hypersurfaces Aq k et Aj ^234 k 
de H*’ sont respectivement définies par les équations pg = 0 et P 1 P 2 P 3 P 4 = 0 , 
dans la notation du paragraphe 3.4.4. Les propositions 3.65, 3.67 et 3.55 
montrent que la fibre géométrique de ttjjo au-dessus du point générique de 
l’hypersurface d’équationpg = 0 (cf. proposition 3.69) est singulière et intègre ; 
vu la définition de Ag, cela signifie que pg = 0 est l’équation de l’hypersurface 
Ag (Dj, k. On peut maintenant déduire des propositions 3.68 et 3.69 que les 
composantes irréductibles de A ;^234 ainsi que Ag et Ag sont des composantes 
irréductibles de A, que A possède une unique autre composante irréductible 
et que celle-ci est géométriquement irréductible. Notons-la Ag et munissons-la 
de sa structure de sous-schéma fermé réduit de A. 

Lemme 3.87 — On a A' = Ag U Ag et A" = A ]^234 O Ag. 

Démonstration — Pour démontrer ce lemme, on peut supposer les formes 
quadratiques et q 2 simultanément diagonalisables sur fc, quitte à étendre 
les scalaires. Soit h le point générique d’une composante irréductible de A. 
Reprenons les notations du paragraphe 3.4.4; comme dans la preuve de la 
proposition 3.72, on peut supposer que q^ et (72 sont simultanément diagonales 
dans e et que ^ 0, de sorte que la courbe elliptique E' a pour 

équation de Weierstrass = (X—r(c))(X^—r((i)), oùr: ..., 7 / 4 ] —>• 

est l’application qui à /(j/i, •.., 2 / 4 ) associe /(l, 2 / 2 / 2 /!: 2 / 4 / 2 /!)• Nous 

avons vu, au cours de la preuve de la proposition 3.72, que cette équation 
est minimale en tant qu’équation de Weierstrass à coefficients dans . Par 
conséquent, on a /i G A' si et seulement si r{d) n’est pas inversible, si et 
seulement si d{h) = 0. La proposition 3.67 montre que d = d’où le 

lemme. □ 

Pour t G notons A^ = fl H°. C’est une fc-variété intègre. La 
fermeture algébrique de k dans k{\) s’identifie naturellement à n{t). Il est 
donc légitime de considérer comme un élément de k(Aj)*/k(Aj)*^ pour 
t G ; de même, pour i G {0, 5, 6 }, comme Aj est géométriquement intègre 
sur k, on peut identifier le groupe k*/k*"^ à son image dans K(Aj)*/«:(Aj)*^. 

Lemme 3.88 — Les j3^ pour m G Irr(A) sont donnés par les égalités 
suivantes : 

Pao=^oI pour toutt g y'; = ^0 / /^Ae = 1 - 


Par ailleurs, on a 7 ^^ = 1. 
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Démonstration — Il est clair que = 1 et 7 ^^ = 1 puisque la fibre de ttjjo 
au-dessus du point générique de Ag est de type (cf. proposition 3.74, compte 
tenu que cette fibre est géométriquement irréductible par définition de Ag). 
Les autres égalités résultent des assertions (ii) et (iii) du théorème 3.58. □ 

Afin de simplifier les notations, posons 7 g = 7 ao- En combinant les 
femmes 3.87 et 3.88, nous obtenons : 

Lemme 3.89 — La condition (Dg) est équivalente à ce que le noyau de la 
flèche naturelle 

G^(H\(AgUAgUn))/2-^«(Ag)7HAg)*2,eg)x J] 7A,)V(7^)*^£,) 

soit engendré par t'. La condition (D^ ^st équivalente à ce que le noyau de la 
flèche naturelle 

Glm(H\(A]^234*d^5*-jn))/2 K(Ag)*/ (/î( Ag)*^ , £g , 7 g) X K(Ag)*/K(Ag)*^ 

soit engendré par m" et t". 

Pour i G {0,5,6} ou i G , fixons une fonction rationnelle /j G k(H)* 
dont le diviseur soit égal à [AJ — deg(Aj)[n] et posons /1234 = ft- Le 

lemme suivant précise la proposition 3.73. 

Lemme 3.90 — La elasse t' (resp. t", m"} est le produit d’un élément de 
k*/k*‘^ et de la classe de /g (resp. /i 234 / 5 > /i 234 y*- 

Démonstration — On peut supposer les formes quadratiques q^ et <72 simul¬ 
tanément diagonalisables sur k, quitte à étendre les scalaires, et raisonner 
comme dans la preuve du lemme 3.87, dont on reprend les notations. La classe 
t' (resp. t", m") est égale à l’image dans k(H)*/ 4 î(H)*^ de r{d) (resp. r{(? — d), 
ridl, — < 1 ^ 2 ^ 13 )) (cf. proposition 3.66 pour l’expression de m"), qui à son tour 
est égale à l’image de ■r(pg) (resp. r{—piP 2 P^P 4 P^), 'f’iPiP 2 P 3 Pi))j comme le 
montre la proposition 3.67. Le résultat voulu s’ensuit. □ 

Lemme 3.91 — Aueune classe de la forme a/g pour a G k*/k*'^ n’appartient 
au noyau de 9'. 

Démonstration — On peut supposer k algébriquement clos (au sens où d’une 
part l’hypothèse que k est un corps de nombres ne va jouer ici aucun rôle 
et d’autre part, le lemme pour k algébriquement clos implique le lemme 
pour k arbitraire ; la réciproque n’est pas claire a priori). Sous cette hypothèse, 
l’ensemble s’identifie à (ti,^ 2 ;^ 3 j^ 4 } et l’on a = 1 pour tout t G , 
de sorte qu’il suffit de prouver par exemple que la fonction de «(A^)* induite 
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par /g n’est pas un carré, où l’on a posé Aj^ = . Vu les définitions de Ag 

et de Aj, on a Ag n A;^ = X n H°. Cette variété est une courbe lisse et 
connexe (cf. proposition 3.53) ; notons Ç son point générique. Étant donné 
que ^ ^ n (cf. [18, Lemma 1.3 (i)]), les fonctions rationnelles /g et fi sont 
respectivement des équations locales pour Ag et au voisinage de Ç. On a 
donc = ^H.c/(/*) pour i G {0,1}, d’où = ^h,c/(/o./i) = 

^AonAi,^- Comme Ag fl A^ est intègre, ceci prouve que ost un 

corps. Autrement dit, la fonction de «(A^)* induite par /g s’annule à l’ordre 1 
sur le diviseur Ag fl A;^ ; ce n’est donc pas un carré. □ 

Lemme 3.92 — Le noyau de 9' ne rencontre pas (fc*/fc*^) \ (Ij. 

Démonstration — La flèche naturelle k*/k*'^ —>■ k{A^)*/ est injective 
puisque Ag est géométriquement intègre sur k. Vu la définition de 0', ceci 
prouve déjà que les seules classes de k*/k*'^ susceptibles d’appartenir au noyau 
de 9' sont la classe triviale et Eq. Supposons donc que 0'(£g) = 1. Considérant 
les autres facteurs du but de 9', on voit que pour tout t G y", l’image de Eg 
dans k(A()*/k(Aj)*^ doit appartenir au sous-groupe L’hypothèse de 

la proposition 3.85 permet d’en déduire que Eg = 1, ce qui termine de prouver 
le lemme. □ 

Étant donné que le groupe Gjjj(H \ (Ag U Ag U n))/2 est engendré par 
les classes de /g et de /g et par le sous-groupe les lemmes 3.89, 3.90, 

3.91 et 3.92 et la proposition 3.84 prouvent ensemble que la condition (D^) 
est satisfaite. 

Lemme 3.93 — Le noyau de 9" ne rencontre pas {k*/k*'^) \ (Ij. 

Démonstration — La flèche naturelle k*jk*"^ —>■ K(Ag)*//î(Ag)*^ est en effet 
injective, la variété Ag étant géométriquement intègre sur k. □ 

Si J est une partie de on appellera longueur de J le degré sur k du 
sous-schéma réduit de associé et l’on notera fj = Iltgj ft- 

Lemme 3.94 — Aueune classe de la forme a/j pour a G k*/k*'^ et 3 C Sé” 
de longueur 1 n’appartient au noyau de 9". 

Démonstration — Supposons qu’il existe J C de longueur 1 et a G k*/k*’^ 
tels que a/j G Ker(0"). L’ensemble J est un singleton et son unique élément est 
/c-rationnel ; quitte à renuméroter les tj, on peut donc supposer que tg G P^(fc) 
et que J = {fij. Notons alors = /j, A^ = A^^ et e^ = Fixons des 

vecteurs eg,ei G fc® \ {0} dont les images dans P'^(fc) soient respectivement 
égales à Pg et et posons a^ = qi{efj et = ^ 2 ( 61 ) pour i G {0,1} et 
<^01 = ~ ®i^o- 
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La seule condition imposée jusqu’à présent sur la fonction rationnelle fi 
est que son diviseur soit égal à [A^^] — deg(A;^)[!!]. Nous allons maintenant la 
normaliser. Soit £ G r(H, Û’(l)) \ {0} une forme linéaire s’annulant sur H. 
La forme quadratique aig 2 — définit, par restriction, un élément de 
r(H, 1^(2)), que l’on note p^. La fonction rationnelle € /t(H) a pour 

diviseur [A^] — deg(A]^)[n]. Quitte à multiplier par une constante, on peut 
donc supposer que fi = p-^jt^. 


Sous-lemme 3.95 — La classe dans k{Aq)*/k{Aq)*'^ de la fonction ration¬ 
nelle induite par est égale à la classe de doi^i- 


_5 

Démonstration — Choisissons des vecteurs 62 , 63,64 G k tels que la famille 

6 = ( 6 g, ..., 64 ) soit une base de k stable sous F dans laquelle les formes 
quadratiques gi et ^2 sont simultanément diagonales et reprenons les nota¬ 
tions introduites immédiatement avant le lemme 3.86. Remarquons que les 
notations Og, ai, 6 g, bi, dm et Pi définies ci-dessus coïncident avec celles du 
paragraphe 3.4.4. Définissons des éléments p G k* , A G r(H (g)^, k,â’{3)), 
B G r(H (g)^, k, et C G r(H (g)^, k, ^(4)) par les formules : 


P — (^^34^23'^24)^^21^3l'^41i 
A = 42/2^32/4: 

B = 2cfi{yf)yf + Cniyf), 

C = -4cg(yf). 


(3.27) 


(Rappelons que CQ{yf^) désigne le coefScient de yf^ danspg, oùpg est considéré 
comme un polynôme en y^ à coefficients dans k[{y()i^f\.) On vérifie tout 
de suite qu’en tant qu’éléments de Z[aQ, ..., 04 , 5g, ..., 64 , ..., 2 / 4 ], les 

membres de droite des égalités ci-dessus et de l’égalité définissant pg sont 
invariants par toute permutation des indices {2,3,4}. Compte tenu que le 
vecteur 64 est invariant sous F, le lemme 3.86 permet d’en déduire que p, A, B, 
C et pg appartiennent respectivement à k, F(FI, é£{3)), F(FI, é£{6)), F(FI, i^(4)) 
et F(FI, ^( 8 )). D’après la proposition 3.70, l’égalité 

{Apifppi = B^ -é Cpg 

d’éléments de F(FI, i^(12)) a lieu. En restreignant cette égalité à F(Ag, ^(12)) 
et en la divisant par on voit que la classe dans K(Ag)*//t(Ag)*^ de la 
fonction rationnelle induite par fi est égale à la classe de p dans k*/k*'^. 

Il reste seulement à vérifier que dm^iP est un carré dans k. Pour cela, on 
peut s’autoriser à remplacer k par une extension finie de degré impair. En 
particulier, on peut supposer que F n’agit pas transitivement sur ( 62 , 63 , 64 } ; 
quitte à permuter ces trois vecteurs, on peut donc supposer 62 invariant 
sous F. Pour obtenir une expression de £4 en fonction des d^j, il faut trouver 
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un hyperplan /c-rationnel de H ne contenant pas exprimer une base 
fc-rationnelle de l’espace vectoriel associé puis calculer le déterminant de la 
matrice de aiq 2 — dans cette base. Posons donc /g = Cg, = e^-, 
/2 = ^3 + 64 /g = ^ 34(63 — 64 ). Les vecteurs /j sont invariants sous P 

puisqu’ils sont invariants par permutation des indices 3 et 4. La famille 
/ = (/o) /a) clairement libre, et la matrice dans / de la restriction 

au sous-espace engendré par / de la forme quadratique 04(72 ~ ^ pour 

déterminant 4(i4g(i42CÎ§4(i43(i44. Le quotient de cet élément de k par dgip est 
égal à 4((i23(i24)~^ ■ c’est bien le carré d’un élément de k puisque (i 23'^24 
invariant par permutation des indices 3 et 4. □ 

Sous-lemme 3.96 — La classe dans k{Aq)*/k{Aq)*'^ de la fonetion ration¬ 
nelle induite par est égale à la classe de dQ^SQ^Q. 

Démonstration — Pour prouver ce sous-lemme, on peut remplacer k par 
une extension finie de degré impair, ce qui permet de supposer que l’un de 
^ 2 , tg et ^4 est /e-rationnel. Quitte à renuméroter les t^, on peut supposer 
que ^2 G P^(fc). Une transformation linéaire de permet de supposer 
de plus les formes quadratiques q^ et (72 presque simultanément diagonales 
dans la base canonique e de k^. Reprenons alors les notations du para¬ 
graphe 3.4.4, cas presque simultanément diagonal, en prenant pour h le point 
générique de Ag, de sorte que (î/i 74 )(/i) 0. Soit r: k[yi, ..., 7 / 4 ] —>■ 

le morphisme d’anneaux qui à f{y^, ..., ^ 4 ) associe /(l, 272 /î/i> 2 ^ 4 / 2 /i)- 
Comme on l’a vu au cours de la preuve de la proposition 3.72, l’équation 
= (X — r(c))(X^ — r{d)) est une équation de Weierstrass minimale à coef¬ 
ficients dans l’anneau de valuation discrète ^ pour la courbe elliptique E'. 
On peut donc déterminer la classe 7 g en lisant sur cette équation la plus petite 
extension de K{h) sur laquelle les pentes des tangentes de la cubique réduite en 
son point singulier deviennent rationnelles (cf. lemmes A.7 et A.11). On voit 
ainsi que 7 g coïncide avec la classe de r(—c) dans K{h)*/K{h)*‘^, compte tenu 
que r{d) s’annule en h (cf. proposition 3.65). Il suffit donc pour conclure de 
prouver que la classe de fi est égale à celle de —dg 4 £gr(c). La proposition 3.71 
et la remarque qui la suit montrent que 

-doiSor{c) = ^ 2 ^r (774 74 P 4 )^ r{p^) mod mn./,. 

Comme r{pi) = (r(£))^/ 4 , ceci achève la démonstration. □ 

Sous-lemme 3.97 — La classe 7 g G K(Ag)*/K(Ag)*^ n’appartient pas au 
sous-groupe k*/k*’^. 

Démonstration — Compte tenu du sous-lemme 3.96, il suffit de prouver que 
la fonction de «(Ag 0 ^, k)* induite par n’est pas un carré. L’argument est 
exactement le même que celui employé dans la preuve du lemme 3.91. □ 
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L’injectivité de la flèche naturelle k*/k*"^ —>■ k{Aq)*/, le sous- 
lemme 3.95 et l’hypothèse que 9"{afi) = 0 entraînent que a = doi^iJ d’où 
l’on déduit, grâce au sous-lemme 3.96, que la classe £o^i7o ^ K(Ag)*/K(AQ)*^ 
appartient au sous-groupe engendré par Sg et 7 q. Vu le sous-lemme 3.97, il 
en résulte que G {l,eQ}. L’hypothèse (3.7) assure que 1 ; on a donc 
EgEi = 1 et Eq ^ 1. Notons dl la dimension du sous-Z/2-espace vectoriel 
de k*/k*"^ engendré par les normes pour t G 5^'. L’égalité EqE^ = 1 

et la proposition 3.39 fournissent la relation Yltej^'\{ti} d’où résulte 

l’inégalité d' < Card(^'). Soient n et d les entiers définis dans l’énoncé du 
théorème 3.37. Comme contient un point fc-rationnel, l’hypothèse (3.7) 
entraîne que Ef ^ 1 pour tout t G . D’autre part, on a vu que Eq ^ 1. On a 
donc n = Card(o5^) = Card(c5^') d- 1. La proposition 3.39 montre par ailleurs 
que d = d! \ d’où ünalement d < n — 1. Cette inégalité contredit la nullité de 
Br(X)/Br(Â:) d’après le théorème 3.37. □ 

Lemme 3.98 — Aucune classe de la forme a/j pour a G k*/k*’^ et J C 
de longueur 2 n’appartient au noyau de 9". 

Démonstration — La preuve de ce lemme est similaire à celle du lemme 3.94. 
Supposons qu’il existe J C de longueur 2 et a G k*/k*'^ tels que a/j G 
Ker(0"). Quitte à renuméroter les t^, on peut supposer que l’ensemble des 

_5 

points géométriques de J est {^ 1 ,^ 2 }- Fixons des vecteurs Cq, ..., 64 G fc \ {0} 
dont les images dans P'^(Â:) soient respectivement égales à Pg, ..., P 4 , avec la 
condition supplémentaire que Cg G fc® et que les ensembles {e^, 62 } et {cg, 64 } 
soient stables sous P. Pour i,j G {0,1,2}, posons = qi{e^), = ^ 2 ( 61 )) 

Soit £ G r(H, 1^(1)) \ {0} une forme linéaire s’annulant sur Lf. La forme 
homogène ( 01^2 ~ ^iùi)(o292 ~ ^29i) ^st invariante sous P et définit donc un 
élément de r(H, ^(4)), que l’on notep 42 - fonction rationnelle^ 42 /^"^ ^ ^(H) 
a pour diviseur X]tej([^t] ~ deg(Aj)[n]). Quitte à multiplier l’un des pour 
t G J par une constante, on peut donc supposer que /j = Pi 2 /£‘^- 

Sous-lemme 3.99 — La classe dans k{Aq)*/k{Aq)*'^ de la fonction ration¬ 
nelle induite par /j est égale à la classe de dQ 4 dQ 2 Htej 

(La formule doi '^02 Iltgj ^K(t)/fc(^t) définit bien un élément de k* puisque 
doido 2 est invariant sous P. La même remarque vaudra pour le prochain sous- 
lemme.) 

Démonstration — Définissons p, A, B et C par les formules (3.27) et p', A', B' 
et C' par les formules obtenues à partir de (3.27) en échangeant les indices 1 
et 2 . 
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En tant qu’éléments de Z[ag, ..., 04 , 5q, ..., 64 , , j/ 4 ], les formules 

définissant les polynômes AA', pp', BB', CC', CB'^ + BC'^ et pg sont in¬ 
variantes si l’on permute les indices 1 et 2 ou les indices 3 et 4. Compte 
tenu que F agit sur e^, ..., 64 à travers le sous-groupe engendré par ces deux 
transpositions, le lemme 3.86 permet d’en déduire que tous ces polynômes 
homogènes déterminent des sections sur H des faisceaux ff{d) pour divers 
entiers d. D’après la proposition 3.70, on a alors l’égalité 

{kk'p^^fpp'p^^ = (bb')2 + (cb'2 + c'b 2 + cc'pgK 

dans r(H, ^(24)). (Considérer le produit des équations (3.18) et (3.19).) En 
la restreignant à r(Ag, i^(24)) et en la divisant par on voit que la classe 
dans K(Ag)*/K(Ag)*^ de la fonction rationnelle induite par /j est égale à la 
classe de pp' dans k* 

Il reste seulement à vérifier que pp^doi '^02 Iltgj ^/î(t)/fc(^t) ®st un carré 
dans k. Si J comporte deux points rationnels, on procède exactement comme 
dans la preuve du sous-lemme 3.95 pour calculer ; en échangeant les 
indices 1 et 2, on obtient alors le calcul de la classe Lorsque J est un 
singleton, disons J = {t}, on identifie l’extension quadratique K{t)/k à la 
sous-extension de k/k engendrée par les coordonnées de G P^(k), de sorte 
que la famille / du sous-lemme 3.95 est formée de vecteurs K(t)-rationnels 
et permet donc encore une fois de calculer la classe G K(t)*/K(t)*^ et de 
conclure comme pour le sous-lemme 3.95. □ 

Sous-lemme 3.100 — La classe dans «;(Aq)*/k(Aq)*^ de la fonction ration¬ 
nelle induite par /j est égale à la classe de dç^idç^ 2 - 

Démonstration — Le lemme 3.86 permet d’interpréter l’équation (3.20) comme 
une égalité dans r(H, fflA)), compte tenu que (ioi '^021 '^oi7'2 +'^027'i ^42 sont 

invariants par permutation des indices 1 et 2 et par permutation des indices 3 
et 4. Restreignant cette égalité à r(Ag,i^(4)) et divisant ses deux membres 
par on obtient le résultat voulu. □ 

L’injectivité de la flèche naturelle —>■ /î(Ag)*/K(Ag)*^, le sous- 

lemme 3.99 et l’hypothèse que 9"{afj) = 0 entraînent que 

a = (ioi '^02 ^K{t)/ki^t)t 
teJ 

d’où l’on déduit, grâce au sous-lemme 3.100, que la classe Iltej ^K(t)/fc(^t) ^ 
K(Ag)*/K(Ag)*^ appartient au sous-groupe engendré par STg et 7 g. Vu le 
sous-lemme 3.97, il en résulte que Iltej ^K(t)/fe(^t) ^ {l,eg}, ce que la 
proposition 3.39 permet de reformuler en disant qu’au moins l’une des deux 
égalités 
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nN«(t)/fc(e*) = l et n )/,(£,) = 1 (3.28) 

teJ 

a lieu. On a donc d'< Card(.5^'), en notant d' la dimension du sous-Z/2-espace 
vectoriel de k*fk*"^ engendré par les normes pour t G . Soient n 

et d les entiers définis dans l’énoncé du théorème 3.37. Comme d/" contient un 
point de degré < 2, l’hypothèse (3.7) entraîne que 1 pour tout t G 5^'^ 
d’où il résulte que n = Card(^') si Eq = 1 et n = Card(^') + 1 sinon. 
On a donc d' < n — 1 si ^ 1. Par ailleurs, si Eq = 1, la proposition 3.39 
montre que les deux égalités (3.28) sont équivalentes; elles sont donc toutes 
les deux satisfaites, ce qui entraîne que d'< Card(oS^') — 1 et donc à nouveau 
d'<n—\. Enfin, la proposition 3.39 montre que d = d'. L’inégalité d < n—1 
a donc toujours lieu, ce qui contredit la nullité de Br(X)/Br(fc) d’après le 
théorème 3.37. □ 

Étant donné que le groupe G,j,(H\ (A;^ 2340 A 5 Un ))/2 est engendré par les 
classes des fonctions pour t G et de /g et par le sous-groupe k*fk*‘^, les 
lemmes 3.89, 3.90, 3.93, 3.94, et 3.98 et la proposition 3.84 prouvent ensemble 
que la condition (D") est satisfaite. □ 


3.4.7 Preuve du théorème 3.36 

Nous admettons désormais l’hypothèse de Schinzel et la finitude des 
groupes de Tate-Shafarevich des courbes elliptiques sur les corps de nombres. 

Commençons par prouver que la surface X satisfait au principe de Basse 
sous l’hypothèse (v) du théorème 3.36. Comme le point Îq est supposé 
/c-rationnel, on peut se servir des résultats du paragraphe 3.4.3. On dispose 
notamment d’une variété Cjjo géométriquement intègre sur k (cf. proposi¬ 
tion 3.52), d’une variété isomorphe au complémentaire dans P| d’un 
fermé de codimension ^ 2 et d’un morphisme projectif ttjjo : Cjjo — >■ 
dont la fibre générique est géométriquement intègre (cf. proposition 3.48) et 
dont la fibre au-dessus de tout point m G H° de codimension 1 possède une 
composante irréductible Y de multiplicité 1 dans le corps des fonctions de 
laquelle la fermeture algébrique de «(m) est une extension abélienne de K(m) 
(cf. théorème 3.58). On peut donc appliquer le théorème 3.4 à ce morphisme. 

Supposons que X(fcQ) ^ 0 . D’après la proposition 3.64, il existe un ouvert 
dense U C X et un fc-morphisme /: U —>■ (Cjjo)’’®®, où (Cjjo)"'®® désigne 
l’ouvert de lissité de Cjjo sur k. Étant donné que Br(X)/Br(A:) = 0, tout 
fcfj-point de U est orthogonal à Br„,.(U). Comme /*Br,j,.((CHo)“'®®) C Br,j,.(U) 
(cf. [31, Théorème 7.4]), le lemme 3.9, appliqué au morphisme / k^ pour 
chaque place u G O (avec S = Y = (Cjjo)’’®® Oj, k^), permet d’en déduire 
que l’image par / de tout fc^-point de U est orthogonale à Br,^j.((Cjjo)"'®®). 
Le théorème des fonctions implicites assure par ailleurs l’existence d’un 
/Cfj-point de U ; on a ainsi montré que (CHo)"'®®(fcQ)®’'“ ^ 0. D’après le 
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théorème 3.4 appliqué au morphisme ttjjo et à l’ouvert H° \ A, il existe donc 
hg G (H°\ A)(fc) tel que la fibre 7rÿo (^o) admette un Â:„-point pour tout w G fi. 

Soit G (H° \ A){k) un point distinct de hg mais suffisamment proche 
de /ig aux places réelles de k pour que, notant Dg la droite de H passant par /ig 
et hi, les points /ig et appartiennent à la même composante connexe de 
(Dg \ (Dg n A))(Â:„) pour toute place v réelle. Comme (/ig) est lisse et 
possède un /c^-point pour toute place v réelle et que le morphisme ttjjo est 
plat (cf. proposition 3.51), le théorème des fonctions implicites permet de 
supposer, quitte à choisir hi suffisamment proche de ft.g, que tt^o (/ij^) possède 
un /c^-point pour toute place v réelle. 

Soit n C H un hyperplan /c-rationnel contenant hi mais ne contenant 
pas hç). Nous sommes maintenant dans la situation du paragraphe 3.4.5, où 
une « condition (D^) » a été définie (cf. définition 3.75). Celle-ci est satisfaite 
en vertu de la proposition 3.85. D’après la proposition 3.76, il existe donc 
un point p G n(Â:) arbitrairement proche de hi aux places réelles de k 
et un fc-isomorphisme r : D P), vérifiant toutes les conditions énoncées 
immédiatement avant la proposition 3.76, où D désigne la droite de H passant 
par Ùq et p. Quitte à choisir p suffisamment proche de hi , on peut supposer 
que /iq et p appartiennent à la même composante connexe de (D\(Dfl A))(fc„) 
pour toute place v réelle et que la fibre (p) possède un fc„-point pour toute 
place V réelle. Il résulte alors de la condition (v) précédant l’énoncé de la 
proposition 3.76 que t(Ùq) appartient à la composante connexe non majorée 
de t(D \ (D n (A U n)))(fc^) pour toute place v réelle. 

Toutes les hypothèses du théorème 2.5 sont satisfaites pour la famille 
r O TTjjo : TTjJo (D) —>■ et le point T(/ig). Sa conclusion l’est donc aussi; il 

en résulte que la variété Cjjo admet un point /c-rationnel. L’existence d’un 
morphisme Cjjo —t X permet de conclure quant à l’existence d’un point 
/c-rationnel sur la surface X. 

Reste à prouver le principe de Basse pour X sous chacune des hypo¬ 
thèses (i) à (iv) du théorème 3.36. Les deux propositions suivantes nous seront 
utiles pour éliminer un certain nombre de cas particuliers. Rappelons que la 
surface X admet un point rationnel si elle admet un point sur une extension 
finie de k de degré impair ; sous diverses formes plus générales, ce résultat fut 
démontré par Amer, Brumer et Coray (cf. [7], [26]). 

Proposition 3.101 — Soit k'/k une extension finie de degré impair. Suppo¬ 
sons que la k'-variété X 0^, k' admette un point rationnel si l’obstruction de 
Brauer-Manin ne s’y oppose pas. Alors la k-variété'A admet un point rationnel 
si l’obstruction de Brauer-Manin ne s’y oppose pas. 

Démonstration — Soit (P„)^gn ^ ■ Notons D' l’ensemble des places 

de fc' et t: D' —>• D l’application trace. Pour w G fl', posons P)^, = Pq^). Le 
point adélique (P(u)u)en' de la /c'-variété X 0^, k' est orthogonal au groupe de 
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Brauer, comme il résulte des égalités 

E inv^A(P;) = ^^ inv^A(P^) = ^inv„(CoreSfc,/feA)(P^), 

wÇiÇl' vÇiÇl w\v vÇiÇl 

valables pour tout A G Br(X k'). Vu l’hypothèse de la proposition, on a 
alors X(A:') ^ 0, d’où l’on déduit que X(fc) ^ 0 grâce au théorème d’Amer, 
Brumer et Coray. □ 

Proposition 3.102 — Supposons qu’il existe t & de degré impair sur k 
tel que 6^ = 1. Alors la surface X admet un point rationnel si l’obstruction 
de Brauer-Manin ne s’y oppose pas. En particulier, sous cette hypothèse, le 
principe de Basse vaut pour X dès que Br(X)/Br(A:) = 0. 

Démonstration — La proposition 3.101 permet de supposer que le point t 
est fc-rationnel. L’hypothèse = 1 et la fc-rationalité de t entraînent que la 
surface X est fibrée en coniques au-dessus d’une conique, avec quatre fibres 
géométriques singulières (cf. [46, Corollary 3.4]). Il est connu que de telles 
surfaces admettent un point rationnel dès que l’obstruction de Brauer-Manin 
ne s’y oppose pas (cf. [11, Théorème 2], [57]). □ 

Voici maintenant quelques conditions suffisantes pour que l’hypothèse (v) 
du théorème 3.36 soit satisfaite. 

Proposition 3.103 — Supposons que t^ et t^ soient k-rationnels. Si la 
condition (3.7) est satisfaite et que Br(X)/Br(fc) = 0, l’hypothèse (v) du 
théorème 3.36 est satisfaite. 

Démonstration — Supposons, par l’absurde, que Eq ^ 1 et que pour tout 
t G y”, l’image de Eq dans K{t)*/K{t)*‘^ appartienne au sous-groupe 
Choisissant t = déduit que Eq = Cette égalité et la proposi¬ 

tion 3.39 montrent que l’entier noté d dans l’énoncé du théorème 3.37 est 
< Card(.5^) — 1. Par ailleurs, la condition (3.7) et l’hypothèse que Eg 1 
entraînent que l’entier noté n dans l’énoncé du théorème 3.37 est égal à 
Card(..^), compte tenu que tout point de y' est de degré < 3. Il résulte 
donc du théorème 3.37 que Br(X)/Br(A:) ^ 0, ce qui contredit l’hypothèse de 
la proposition. □ 

Proposition 3.104 — Supposons que tg soit k-rationnel. Si le groupe T agit 
transitivement sur {ti, ..., t^} et si 

Eg ^ Ker —>• nif)*/K{f)*‘^) \ {1}, 

où t désigne l’unique élément de y, l’hypothèse (v) du théorème 3.36 est 
satisfaite. 
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Lemme 3.105 — Supposons que soit k-rationnel. Si ^ 1, il existe 
t G tel que l’image de dans K,{t)*/K,{t)*‘^ soit distincte de e^. 

Démonstration — Supposons que pour tout t G é/" , l’image de £q dans 
K(t)*/K(t)*‘^ soit égale à e^. On a alors pour tout 

t G Compte tenu que : fc] = 5 et que Y\t<^^^K,(t)/k{^t) = 1 

(cf. proposition 3.39), il en résulte que Eq = 1. □ 

Démonstration de la proposition 3.104 — La condition (3.7) est vide lorsque F 
agit transitivement sur ^ 4 }. De même, le groupe Br(X)/Br(fc) est 

automatiquement nul (cf. corollaire 3.38). Notant t l’unique point de , le 
lemme 3.105 montre que l’image de Eq dans K(t)*/K(t)*^ est distincte de e^. 
Elle est non triviale par hypothèse, d’où le résultat. □ 

Proposition 3.106 — Supposons que tg soit k-rationnel. Si le groupe F agit 
transitivement et primitivement sur {ti, ..., t^} (ce qui est par exemple le cas 
s’il agit 2-transitivement), l’hypothèse (v) du théorème 3.36 est satisfaite. 

Démonstration — Sous cette hypothèse, si t désigne l’unique élément de , 
l’extension quartique K{t)/k ne contient aucune sous-extension quadratique, 
de sorte que l’on peut appliquer la proposition 3.104. □ 

Nous pouvons à présent terminer la démonstration du théorème 3.36. 

Supposons l’hypothèse (iv) de ce théorème satisfaite. S’il existe t G tel 
que Ej = 1, la proposition 3.102 permet de conclure. Sinon, la condition (3.7) 
est satisfaite et la proposition 3.103 montre donc que l’hypothèse (v) du 
théorème l’est aussi, d’où le résultat. 

Supposons l’hypothèse (iii) du théorème 3.36 satisfaite. Tout point de 
est alors de degré impair sur k. S’il existe t G tel que = 1, la 
proposition 3.102 permet donc de conclure. Sinon, quitte à renuméroter les tj, 
on peut supposer que tg et t^ sont fc-rationnels ; la condition (3.7) est alors 
satisfaite et l’hypothèse (v) l’est donc aussi, d’après la proposition 3.103. 

Si l’hypothèse (ii) du théorème 3.36 est satisfaite, on peut supposer que t^ 
est fc-rationnel, quitte à renuméroter les t^. Il suffit alors d’appliquer la 
proposition 3.106 pour conclure. 

Enfin, si l’hypothèse (i) du théorème 3.36 est satisfaite, l’ensemble é/’ est 
un singleton. Notons t son unique élément. Comme l’extension K(t)/k est de 
degré 5, le théorème d’Amer, Brumer et Coray montre qu’il suffit d’établir le 
principe de Basse pour la surface Xig)^, K{t) ; or celle-ci est justiciable d’un cas 
déjà établi du théorème 3.36 puisque l’hypothèse (ii) relative à X 0 ^, K{t) est 
satisfaite. 
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3.4.8 Groupe de Brauer et obstruction à la méthode 

Le théorème 3.36 ne prédit la validité du principe de Hasse que pour des 
surfaces de del Pezzo de degré 4 vérifiant Br(X)/Br(fc) = 0. De fait, cette 
hypothèse est nécessaire pour que la condition (D) générique soit satisfaite 
(cf. proposition 3.85 ; il est facile de voir que l’implication apparaissant dans 
l’énoncé de cette proposition est une équivalence). L’objet de ce paragraphe 
est d’établir a priori (c’est-à-dire indépendamment de tout calcul) l’existence, 
dès que Br(X)/Br(fc) ^ 0, d’une obstruction à la méthode employée pour 
prouver le théorème 3.36. Plus précisément, nous allons montrer que toute 
classe non constante de Br(X) donne naissance à une classe de Br(Cjjo) non 
verticale par rapport à ttjjo . Il est vraisemblable que si D C H*’ est une droite 
suffisamment générale et si A G Br(Cjjo) est une classe non verticale, la 
restriction de A à 7rÿo^(D) ne soit jamais verticale. A tout le moins, on ne sait 
pas trouver systématiquement de droite D mettant cette propriété en défaut ; 
en particulier ne sait-on pas trouver de droite D telle que la condition (D) 
associée au pinceau 7rÿo^(D) —>• D soit satisfaite (cf. corollaire 1.46; un énoncé 
analogue au corollaire 1.46 vaut dans la situation du chapitre 2). 

Les notations sont celles du paragraphe 3.4.3. Le morphisme sous-entendu 
dans Br^gj.t(CA) et Brj^Qj.(CA) (resp. dans Br^grj(CHo) et BrijQj.(CHo)) sera 
toujours TT^ (resp. ttjjo). 

Théorème 3.107 — L’application naturelle Br(X)/Br(fc) —>• Brj^Q,.(Cjjo) 
(cf. diagramme (3.9)) est injective. 

Démonstration — Notons a: Br(X)/Br(fc) —>■ BrjjQj.(Cy\^) l’application induite 
par la projection —>■ X. Comme le morphisme ^ A est dominant, 

la flèche Br(CjY) —>■ Br(Cjjo) issue du diagramme (3.9) induit une application 
(3: Brhor(CA) Brhor(CHo)- La composée 

Br(X)/Br(fc) Bri,,,(CA) 

est égale à l’application dont on veut montrer qu’elle est injective. 

Lemme 3.108 — La restriction de [3 au sous-groupe de 2-torsion de BrjjQj.(CA) 
est injective. 

Démonstration — Comme la variété C^ est régulière et connexe (cf. proposi¬ 
tion 3.47), son groupe de Brauer s’injecte dans celui de son corps de fonctions. 
Il suffit donc de s’intéresser aux groupes de Brauer des corps de fonctions 
des variétés envisagées (cf. proposition 3.52 pour l’intégrité de Cjjo) ; ceux-ci 
s’inscrivent dans le carré commutatif suivant : 
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Br(«(CA))^Br(Ac(CHo)) 
s s' 

Bi(k(A)) -^ Br(K(H0)). 

Étant donné A G Br(K(CA)) tel que 7 '(A) G Ini((5') et 2A G Ini((5), on doit 
alors prouver que A G Iin((5). Soit B G Br(K(H°)) tel que (5'(B) = 7 '(A). 
Comme k(Cho) = k(Ca) 0^(a) k(H°), on a Cores^(Cjjj,)/^(C^)((5'(B)) = 
(5(Cores^(H0)/K(A)(B))- Par ailleurs, l’extension k(C^o)/k(Ca) étant de de¬ 
gré 3, on a Cores,^(C^p)/^(C^)( 7 '(A)) = 3A. Combinant les trois égalités qui 
précèdent, on obtient A = (5(Cores,^ (HO)/«(A)(B)) - 2A, d’où A G Im((5). □ 

Lemme 3.109 — L’application a est injective. 

Démonstration — La projection Cy^ —>■ X est un fibré projectif (localement 
libre). Par conséquent, l’application Br(X) —>• Br(CA) qu’elle induit est 
un isomorphisme. L’injectivité de a équivaut donc à la nullité du groupe 
Bryg,.j(CyY)/Br(fc) ; c’est cette dernière propriété que nous allons démontrer. 
Rappelons qu’il existe une hypersurface quadrique lisse Q C A telle que 
les fibres de au-dessus des points de codimension 1 de A \ Q soient 
géométriquement intègres (cf. propositions 3.54 et 3.55). Il en résulte que 
toute classe de Br.^,g,.^(Cy\) est l’image réciproque par d’une classe de 
Br(A \ Q) (cf. [23, Proposition 1.1.1, Theorem 1.3.2] et la proposition 3.47). 
Pour conclure, il reste seulement à montrer que si A G Br(A\ Q) est telle que 
7 r)(A G Br(CA), alors 7r)(A appartient à l’image de Br(fc). 

Comme Q est géométriquement intègre sur k, la flèche de restriction 

Br(X)/Br(Â:) —s> Br(X(g);. K(Q))/Br(«:(Q)) 

est injective (l’argument est exactement le même que celui employé dans les 
preuves des lemmes 3.42 et 3.43 ; le point clé est que le groupe de Picard géo¬ 
métrique de X est un Z-module libre de type fini) ; pour prouver la proposition, 
on peut donc supposer que Q(A:) ^ 0, quitte à étendre les scalaires de /c à k(Q). 
Soit alors q G Q{k). Choisissons une droite fc-rationnelle D C A passant par q, 
tangente à Q en g mais non incluse dans QUR, et posons D° = D \ {g}. (Une 
telle droite existe car QUR ne contient pas de plan.) Comme D ^ QUR, la fibre 
de TTj^ au-dessus du point générique de D est irréductible. Le morphisme 
étant propre et plat et la variété Cy^ étant de Cohen-Macaulay, on en déduit 
que la surface 7r](]^(D°) est irréductible (cf. preuve de la proposition 3.52). Le 
morphisme composé 7r)C^(D°) ^ Cy^ —>■ X est birationnel; en effet, si L° C P| 
désigne l’hyperplan correspondant à g, on peut définir un inverse birationnel 
de ce morphisme sur l’ouvert dense X\ (XnL°) C X en associant à a; le couple 
formé de x et de l’unique hyperplan de D contenant x. Il en résulte que la 
flèche horizontale du triangle commutatif 
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Br(CA) 



Br(X)-^Br(^X'(D°)) 

est injective. La flèche de restriction Br(CA) —>■ Br(7r^^(D°)) est donc elle 
aussi injective. Celle-ci s’insère dans le diagramme commutatif 

Br(CA) ^ 

Br(^;^i(A\Q)) 

Br(A\Q)- 


>Br(^;^i(D0)) 
-^Br(D°), 


où les flèches dépourvues d’étiquette sont les flèches de restriction; on a en 
effet D° C A \ Q puisque Q est une quadrique, que D est tangente à Q en g 
et que D ^ Q. La flèche naturelle Br(fc) —>■ Br(D°) est un isomorphisme 
puisque la variété D° est fc-isomorphe à A^. Grâce à cette remarque, il est 
maintenant évident sur le diagramme ci-dessus que si A G Br(A \ Q) est telle 
que tt^A G Br(CA), alors tt^A appartient à l’image de Br(fc). □ 

On déduit des lemmes 3.108 et 3.109 que la restriction de /3 o a au 
sous-groupe de 2-torsion de Br(X)/Br(fc) est injective. Compte tenu que 
Br(X)/Br(fc) est tué par 2 (cf. théorème 3.37 et la remarque qui suit sa 
démonstration), ceci prouve le théorème. □ 


3.5 Principe de Hasse pour les intersections de deux 
quadriques dans P” avec n ^ 5 

3.5.1 Un résultat de monodromie 

Reprenons les notations du paragraphe 3.3 et supposons la variété X 
lisse sur k et purement de codimension 2 dans P(V). Nous avons défini un 
morphisme p: Z —>• P(V*), fini et plat de degré n = dimP(V) (cf. proposi¬ 
tion 3.31). 

Théorème 3.110 — Le revêtement p: Z —>■ P(V*) est irréductible et géné¬ 
riquement étale. Son groupe de monodromie est isomorphe au groupe symé¬ 
trique ©„. 
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(Le groupe de monodromie d’un revêtement irréductible et génériquement 
étale est par définition le groupe de Galois d’une clôture galoisienne de sa 
fibre générique.) 

Nous donnons deux démonstrations de cette proposition. 

Première démonstration — Soit U C P(V*) le plus grand ouvert au-dessus 
duquel le morphisme p soit étale. Comme il est bien connu (cf. [32, Exp. V]), 
la proposition peut se reformuler ainsi : l’ouvert U est non vide et si b est 
un point géométrique de U, le morphisme canonique du groupe fondamental 
7r]^(U, b) vers le groupe symétrique sur p~^{b) est surjectif (cette propriété ne 
dépend pas du point b considéré). C’est en prenant pour b le point générique 
géométrique de U que l’on fait le lien avec l’énoncé de la proposition en termes 
de clôture galoisienne de la fibre générique de p. La clé de la preuve va être de 
choisir le point base b plus judicieusement, en tenant compte de la géométrie 
de la situation. 

Rappelons que l’on dispose d’une famille tg, ...,t„ G P^(Â:) et d’une 
famille Pg, ..., P„ de Âï-points de P(V) qui ne sont pas contenus dans un 
même hyperplan (cf. corollaire 3.29). Pour i G {0, ..., n}, notons P* le Â:-point 
de P(V*) associé à l’hyperplan de P(V) contenant {P^- ; j G {0, ..n}\ {i}}. 
Pour chaque z G {0, ..., n}, l’inclusion Z C P^ P(V*) permet d’identifier 
la fibre p~^{P*) à l’ensemble des couples (t^-,P*) pour j G {0, ..., n} \ {z}. 
Comme les tj sont deux à deux distincts, il en résulte que p~^(P*) est de 
cardinal n pour tout i ; les points Pg, ..., P* appartiennent donc tous à U(fc), 
ce qui prouve au passage que \J ^ 0. 

Posons 6 = Pg. Nous allons maintenant montrer que l’image du morphisme 
canonique 7r]^(U, b) —>■ Aut(7r“^(&)) (où le symbole « Aut » désigne simplement 
le groupe symétrique) contient toutes les transpositions. 

Si S est un schéma, notons FÉt(S) la catégorie des S-schémas finis étales. 
Notons Ens la catégorie des ensembles finis. Pour z G {0, ..., n}, notons 
Fj : FEt(U) —>■ Ens le foncteur fibre en P* : par définition, si S —>■ U est un 
morphisme fini étale, Fj(S) est sa fibre en P*. Pour z, j G {0, ..., n} distincts, 
notons Dÿ la Â:-droite de P(V*) passant par P* et P* et F^- : FÉt(UnDj^) —>• 
Ens le foncteur fibre en P*. Compte tenu que U fl = U fl et que 
ce schéma est connexe, les foncteurs Fj^- et F^j sont (non canoniquement) 
isomorphes (cf. [32, Exp. V, §7]). Choisissons, indépendamment pour chaque 
couple d’entiers i,j G {0, ..n} distincts, un isomorphisme : F^^ F^j. 
Des isomorphismes : Fj F^ s’en déduisent par composition avec le 
foncteur de restriction FÉt(U) —>■ FÉt(U fl D^ ). 

Lemme 3.111 — Soient i,j€ {0, ..., n} distincts. La bijection 

p-i(P*)^p-'(P*) 
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induite par applique (tf, P*) sur (tg, PJ) pour tout i € {0, ..., n} \ {i,j} 
et itj,P,)* sur iti,P*). 

Démonstration — Notons /: p~^{P*) —>■ p~^{P*) cette application. Il suffit de 
prouver que /((t^,P*)) = (t^,P*) pour tout ^ G {0, ..., n} \ {i,j}, puisque / 
est bijective. Fixons donc un tel entier £. La droite s’identifie au pinceau 
des hyperplans de P(V) contenant {P^ ; s G {0, ..., n}\{i, j}}. En particulier, 
les hyperplans de contiennent tous P^ ; il en résulte que l’on peut définir 
une section s du Â:-morphisme fl D^) —>■ U fl induit par p en 

posant s(L) = (t^,L). Considérons s comme un morphisme dans la catégorie 
FÉt(UnDÿ). La fonctorialité de l’isomorphisme fournit alors un carré 
commutatif 

{P*}- >p-\Pt) 

f 

{p;}- >p-HP^), 

où les flèches horizontales sont induites par s. Celui-ci montre bien que 
/((<^,P*)) = (t^jP*), vu la définition de s. □ 

Pour i,j G {1, ..n} distincts, notons l’automorphisme de Fg défini 
comme la composée 




-gF, 




0 - 


Le lemme 3.111 montre que l’automorphisme de p ^( 6 ) induit par n’est 
autre que la transposition [i j), si l’on identifie p~^{b) à { 1 , ..., n} par 
l’application (tjjPg) >->■ i- Par déhnition du groupe fondamental, les auto¬ 
morphismes Wÿ sont des éléments de 7 r 2 (U, 6 ). Nous venons de prouver que 
l’ensemble de leurs images dans Aut(p“^( 6 )) est exactement l’ensemble des 
transpositions de ; ainsi le morphisme 7 r;^(U, 5) —>• Aut(p“^( 6 )) est-il 

bien surjectif. □ 


Remarque — Lorsque k est de caractéristique 0, on voit facilement que l’on 
peut supposer que k = C, auquel cas la démonstration ci-dessus s’interprète 
topologiquement comme suit. Pour simpliher les notations, prenons i = 1 
et j = 2. Considérons alors la courbe connexe T = Dg;^ U D ^2 ^ Dg 2 , que 
l’on pourrait qualiher de « triangle ». Comme les sommets de ce triangle 
appartiennent à U, il existe un lacet 7 sur T(C), d’origine Pg, évitant le lieu 
de branchement de p et « faisant une fois le tour de T » (dans un sens ou dans 
l’autre ; pour fixer les idées, mettons que 7 visite le point PJ" avant le point P 2 ). 
Les fibres fermées de p sont canoniquement des sous-ensembles de P^(C). De 
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ce point de vue, la fibre p“^(Pq) s’identifie à l’ensemble ; voyons 

ce qu’il en advient lorsqu’on parcourt le lacet 7 . Dans un premier temps, si 
l’on va de Pq à P* tout en ne quittant pas la droite Dg;^, les pour i > 2 
restent fixes tandis que le n-ème point de la fibre, initialement égal k t^, se 
déplace progressivement pour finalement atteindre tg. Dans un second temps, 
les tj pour i > 2 ou t = 0 sont fixes et le point restant passe de ^2 k, 
Enfin, le parcours du troisième côté de T laisse les tj pour i > 2 ou z = 1 
fixes et déplace le point restant de tg vers t 2 - Le lacet 7 agit donc bien par la 
transposition attendue. 

Au premier abord, il pourrait sembler surprenant que l’action de 7 sur 
p“^(Pg) ne dépende pas du choix de ce lacet ; il existe pourtant une infinité 
de chemins deux à deux non homotopes permettant de relier P* à P* sur 
(U n Dÿ)(C), pour chaque couple (z, j). (Ce choix correspond à celui des 
isomorphismes zz^- dans la preuve algébrique.) L’explication est la suivante. 
Bien que le revêtement plat p“^(Dÿ) —>• D^- soit ramifié au-dessus de RflDj^, 
où R = P(V*) \ U, il ne s’agit que de ramification factice : la courbe p“^(Dÿ ) 
n’est pas normale, et le revêtement de D^ obtenu après normalisation de 
p“^(Dÿ) est étale (et même constant). Ce phénomène a lieu car l’hypersurface 
R C P(V*) est tangente à la droite D^ en tout point d’intersection. 

Seconde démonstration — Les fibres géométriques de la première projection 
Z —>■ P^ sont irréductibles; en effet, d’un point de vue ensembliste, la fibre 
au-dessus de t G P^(fc) coïncide avec la variété duale de la quadrique lisse 
si t ^ {tg, ..., t„} ou avec l’ensemble des hyperplans de P(V) passant par Pj 
si < = tj. Par conséquent, la variété Z est géométriquement irréductible. 

Si n = 2, il n’y a plus rien à démontrer. Supposons donc zz ^ 3. Il 
résulte alors de la description des fibres géométriques de p (cf. les remarques 
qui précèdent la proposition 3.31) et de la proposition 3.26 que le lieu de 
branchement R C P(V*) de p s’identifie à l’ensemble des hyperplans de P(V) 
tangents à X, c’est-à-dire à la variété duale de X puisque X est lisse. Ceci 
montre déjà que R ^ P(V*), donc que p est génériquement étale, et que R est 
un fermé géométriquement irréductible (cf. [42, Proposition 3.1.4] ; la variété 
X est elle-même géométriquement irréductible car c’est une intersection 
complète lisse de dimension ^ 1 dans P(V)). Notons U = P(V*) \ R. Si R 
était de codimension ^ 2 dans P(V*), la variété U k serait simplement 
connexe (cf. [32, Exp. XI, Proposition 1.1 et Exp. X, Corollaire 3.3]) et 
p“^(U 0^, k) serait donc un revêtement constant de U k, contredisant 
ainsi l’irréductibilité géométrique de Z. Le fermé R C P(V*) est donc une 
hypersurface irréductible. 

Comme R est une hypersurface, le pinceau des hyperplans de P(V) 
contenant P 2 , ...,P„ rencontre R. Autrement dit, il existe r G R(k) tel 
que p~^(r) contienne les points (t^,r) pour z G {2, ..., rz}. En particulier, 
comme les t^ sont deux à deux distincts, cette fibre géométrique possède 
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au plus un point double. Compte tenu de la semi-continuité inférieure du 
nombre géométrique de points dans les fibres d’un morphisme fini et plat 
(cf. [EGA IV 3 , 15.5.1 (i)]), il en résulte que la fibre de p au-dessus du point 
générique de R possède au plus un point double. 

Notons K le corps des fonctions de la grassmannienne des droites de P(V*) 
et D la droite générique de P(V*) (c’est-à-dire la fibre générique du fibré 
en droites tautologique sur la grassmannienne des droites de P(V*)). Posons 
Zq = Z Xp^Y*^ D, où le produit fibré est relatif à p et au morphisme canonique 
1 : D —>■ P (V* ). Comme p est dominant et que Z est géométriquement irréduc¬ 
tible sur k, Zp est géométriquement irréductible sur K (cf. [41, I, Th. 6.10]). 
Soit Zp —>■ Zp la normalisation de Zp. On a vu que les fibres de p au-dessus 
des points de codimension 1 possèdent au plus un point double. Compte tenu 
que l’image du morphisme i ne contient aucun point de codimension > 1 , 
il en résulte que les fibres de la projection Zq -t D possèdent au plus un 
point double. Il en va nécessairement de même pour la projection Zp —>■ D. 
Ainsi disposons-nous d’une courbe régulière Zp, géométriquement irréductible 
sur K, et d’un K-morphisme Zq —>■ D génériquement étale de degré n dont 
les fibres ont au plus un point double, où D est K-isomorphe à P]^. Il est 
bien connu, au moins en caractéristique 0 , que le groupe de monodromie d’un 
tel revêtement est isomorphe à ©„ (cf. [2, Proposition 2.2] pour une preuve 
en toute caractéristique). Comme le morphisme 6 ) —>■ 7 rj^(U, z( 6 )) 

induit par i est compatible aux actions respectives de ces groupes sur la 
fibre p~^{i{b)), où b désigne un point géométrique de i“^(U), le résultat voulu 
s’en déduit. □ 

3.5.2 Preuve du théorème 3.3 

Le corps k est maintenant un corps de nombres. Rappelons que le théo¬ 
rème 3.3 affirme que toute intersection lisse de deux quadriques dans P^ pour 
n ^ 5 satisfait au principe de Hasse, si l’on admet l’hypothèse de Schinzel 
et la finitude des groupes de Tate-Shafarevich des courbes elliptiques sur les 
corps de nombres. 

Démonstration du théorème 3.3 — Soit X C P^ une intersection lisse de deux 
quadriques. Il est clair que l’on peut supposer X purement de codimension 2 
dans P|, compte tenu du théorème de Hasse-Minkowski. Notons alors 

C = {(x,L) G X Xj, (Pfc)* ; X G L} 

et munissons ce fermé de X x^ (Pfc)* ‘i® structure de sous-schéma fermé 
réduit. La première projection C —>■ X fait de C un fibré projectif (localement 
libre) sur X. La variété C est donc lisse et géométriquement intègre sur k. 

Notons / : C —>■ (P^)* la seconde projection et p: Z —>• (P^)* le revêtement 
plat de degré 5 que l’on a associé à X au paragraphe 3.3. Le théorème 3.II0 
montre qu’il existe un ensemble hilbertien H de points /c-rationnels de (P^)* 
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au-dessus desquels la fibre de p est le spectre d’une extension finie de k dont 
la clôture galoisienne a pour groupe de Galois ©g. Comme la fibre générique 
de / est lisse (la variété C étant lisse sur k), quitte à rétrécir H, on peut 
supposer que les fibres de / au-dessus de H sont lisses. D’après le théorème 3.36 
(hypothèse (i)), le principe de Basse vaut pour les fibres de / au-dessus de H. 

Comme X est une intersection complète lisse de dimension ^ 3 dans 
un espace projectif, toutes les fibres de / sont géométriquement intègres 
(cf. [28, Remark 7.5]). (On aurait aussi pu déduire cette propriété de la 
proposition 3.26, du corollaire 3.29 et de [18, Lemma l.Hj.) Nous pouvons 
donc appliquer le théorème suivant au morphisme /“^(U) —>■ U induit par /, 
où U est un ouvert de (P|)* isomorphe à ; l’hypothèse (Sect) est satisfaite 
en vertu du théorème de Tsen (cf. la remarque 1 précédant le §3 de [65]). 

Théorème 3.112 — Soit / : X — >■ Y un morphisme projectif entre variétés 
géométriquement intègres sur un corps de nombres k. Supposons que les fibres 
de f soient géométriquement intègres, qu’il existe un entier n f 1 tel que Y 
soit le complémentaire dans d’un fermé de A^ de codimension f 2, que 
le principe de Hasse vaille pour les fibres de f au-dessus d’un sous-ensemble 
hilbertien de Y{k) et que la condition suivante soit satisfaite : 

(Sect) Il existe un ouvert dense U de l’espace des droites de A^ tel que 
pour toute droite D G U, si k désigne une clôture algébrique de k et rj le 
point générique de k C Ap la K{r])-variété X XyT] admet un point 
rationnel lisse. 

Alors le principe de Hasse vaut pour X. 

Démonstration — Ce théorème est prouvé par Skorobogatov dans [65]. La 
technique sous-jacente, due à Colliot-Thélène, Sansuc et Swinnerton-Dyer, 
est expliquée en détail dans l’introduction de [18]. □ 

Ainsi le principe de Hasse vaut-il pour C, et donc pour X. 

Le théorème 3.3 est à présent démontré pour n = 5. Le cas général 
s’en déduit par récurrence, en suivant exactement l’argument que l’on vient 
d’employer pour établir le cas n = 5, à ceci près que l’on remplace chaque 
occurrence du chiffre 5 par n (bien entendu, l’ensemble H est maintenant 
inutile). □ 



Annexe 


Un certain nombre de lemmes généraux au sujet des courbes elliptiques 
à réduction semi-stable sur le corps des fonctions d’un trait hensélien sont 
utilisés de manière répétée tout au long du texte. Il a semblé plus commode 
de les rassembler ici, en dépit de leur disparité. 

Dans toute l’annexe, on fixe un anneau de valuation discrète R de corps 
résiduel k et de corps des fractions K et l’on suppose k parfait^ de caracté¬ 
ristique P ^ 2 (éventuellement nulle). Si E est une courbe elliptique sur K, on 
note (a son modèle de Néron au-dessus de K, C (a la composante neutre 
de ^ et F le K-schéma en groupes fini étale des composantes connexes de la 
fibre spéciale de (?, c’est-à-dire la fibre spéciale de De même, si E' et E" 

sont des courbes elliptiques sur K, on désigne par <?', F', S"', (o"°, F" les 

objets correspondants. Soit enfin k une clôture algébrique de k. 

Lemme A.l — Soient E' et E" des courbes elliptiques srtr K et p' \ E' —>■ E" 
une isogénie. Si p ne divise pas deg((p'), le morphisme : S''^ —>■ induit 

par p' est un épimorphisme de faisceaux étales sur Spec(R). 

Démonstration — Il suffit de vérifier que est un morphisme de schémas 
surjectif et étale. Il est surjectif d’après [5, 7.3/6]. Pour qu’il soit étale, il suffit 
que le morphisme <^' —>■ S” induit par p' le soit, et ceci résulte de [5, 7.3/2 (b) 
et 7.3/5]. □ 

Lemme A.2 — Supposons R strictement hensélien. Soient E' et E" des 
courbes elliptiques sur K et </?': E' —>■ E" une isogénie dont le degré n’est pas 
divisible parp. Alors l’application E'(K) —>■ E"(K) induite par p' est surjective 
si et seulement si l’application F'(k) —>■ F"(k) induite par p' l’est. 

Démonstration — Comme R est strictement hensélien, les lignes du dia¬ 
gramme commutatif suivant sont exactes : 

^ Cette hypothèse est sans doute inutile ; elle permet néanmoins d’appliquer la 
classification de Kodaira-Néron telle qu’on la trouve dans la littérature. 
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0-^ ^'O(R)-> <g'{R) -^ F'(k)-^ 0 

0-> <r"0(R)-> <r"(R)-^ F"(k)-> 0. 

La flèche verticale de gauche est surjective d’après le lemme A.l, ce qui permet 
de conclure, compte tenu que ^'(R) = E'(K) et ^"(R) = E"(K). □ 

Proposition A.3 — Soit E une courbe elliptique sur K, à réduction mul¬ 
tiplicative. Le groupe F(7î) est cyclique. Si de plus 2 E(K) ~ Z/2 x Z/2, le 
groupe F(7î) est cyclique d’ordre pair. Dans tous les cas, si le n-groupe F n’est 
pas constant, il existe une extension quadratique ijn, unique à isomorphisme 
près, telle que le i-groupe F 0,, £ soit constant. Le groupe Gd\{£/ k) agit alors 
sur F(£) par multiplication par —1 (et en particulier F(k) est d’ordre ^2). 

Démonstration — Notons s le point géométrique de Spec(R) défini par k et 
E* un modèle propre et régulier minimal de E au-dessus de R. Que le groupe 
F(7î) soit cyclique est une conséquence bien connue de l’hypothèse de réduction 
multiplicative ; plus précisément, il résulte de cette hypothèse que la fibre Ei 
de E* au-dessus de s est réduite et qu’il existe un générateur a G F(7î) et 
une bijection canonique et Gal(K/K)-équivariante m de F(k) sur l’ensemble 
des composantes irréductibles de E| tels que {m(a), to(0), to(— a)} soit exac¬ 
tement l’ensemble des composantes irréductibles de E| rencontrant m(0). 

Faute de référence satisfaisante, nous donnons ici une preuve de cette 
dernière assertion. (Le cœur de la démonstration se trouve au bas de [53, 
p. 105].) L’ouvert de lissité de E* sur Spec(R) est canoniquement isomorphe 
à (O (cf. [64, Ch. IV, §6, Th. 6.1]). La übre spéciale de E* étant réduite (grâce 
à l’hypothèse de réduction multiplicative, cf. [64, Ch IV, §9, Th. 8.2]), il en 
résulte une bijection canonique et Cal(7î//î)-équivariante entre l’ensemble des 
composantes irréductibles de la übre de E* au-dessus de s et F(7 î). Pour vérifier 
qu’elle remplit la condition voulue, on peut supposer R strictement hensélien, 
puisque la formation du modèle propre et régulier minimal et la formation 
du modèle de Néron commutent tous deux aux changements de base étales 
(cf. [47, Chapter 9, Proposition 3.28] et [5, 1.2/2], respectivement). Vu la 
structure de la fibre spéciale de E* dans le cas de réduction multiplicative 
(cf. [64, Ch IV, §9, Th. 8.2]), il est possible de numéroter les composantes 
irréductibles Cg, ..., C„_;^ de la fibre spéciale de E* de telle sorte que Cg soit 
la composante rencontrant la section nulle, que Cj rencontre transversalement 
en un unique point G E* pour tout f G {0, ..., n — 1}, où l’on a posé 
C„ = Cg, que les soient deux à deux distincts et qu’il n’y ait aucune autre 
intersection entre les G^ que celles que l’on vient de spécifier. Si n < 2, le 
groupe F(7 î) est trivial ou isomorphe à Z/2 et il n’y a rien à prouver. Supposons 
donc que n > 2. Il reste seulement à établir que Cj^ -I- Cj = Cj_|_]^ pour tout 
i G {0, ..., n — 1}, la somme étant calculée dans F(7 î). Compte tenu que la 
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fibre spéciale de E* est réduite et que R est strictement hensélien, il existe 
un point a € E(K) qui se spécialise sur C^. D’après la propriété universelle 
caractérisant E*, l’automorphisme de E de translation par a s’étend en un 
automorphisme r de E*. La restriction de r à ^ C E* est l’automorphisme 
de (f déduit de la translation par a par la propriété universelle du modèle de 
Néron ; en particulier, si l’on munit l’ensemble des composantes irréductibles 
de la fibre spéciale de E* de la loi de groupe de F(k), l’application t induit 
un endomorphisme du groupe {Cg, ..., C„_ 2 }. Comme Cg est le neutre 
de ce groupe et que T(Cg) = C^, il suffit, pour conclure, de montrer que 
r(Cj) = pour tout i € {0, ..., n — 1}. Utilisant à nouveau la propriété 
universelle du modèle de Néron, celle de E* et la comparaison entre E* et 
on voit que la multiplication par —1 sur if s’étend en un automorphisme 
(j: E* —>• E*. Celui-ci stabilise Cg puisqu’il stabilise ; étant donné que Cg 
est K-isomorphe à P;^, que Cg est ensemblistement la réunion de et 
de {z^_i,Zq}, que a fixe un point de (le neutre du groupe), que la 
restriction de a k n’est pas l’identité (c’est la multiplication par — 1) 
et que l’identité est le seul automorphisme de P;( fixant trois points, il est 
nécessaire que (j{zq) = z^_i. Par ailleurs, on a ru = aT~^ puisque cette 
égalité vaut après restriction à la fibre générique de E*. D’autre part, on a 
t({z„_i, 2 g}) = {zg, Zi} puisque T(Cg) = Cj^ et que t stabilise le lieu singulier 
de la fibre spéciale de E*. Si l’on avait t{zq) = Zq, les relations tct = 
et cr( 2 g) = 2 „_i entraîneraient que t(z„_i) = 2 „_i, d’où € {zq,Zi}, ce 
qui contredirait l’hypothèse selon laquelle n > 2. On a donc t(zq) = z-^. Le 
résultat voulu s’en déduit par des considérations purement combinatoires ; en 
effet, T agit sur le graphe dont les sommets sont les Zj et dont les arêtes sont 
les Cj, or le seul automorphisme de ce graphe envoyant Cg sur Cj^ et Zg sur z-^ 
est la rotation évidente. 

Compte tenu que la propriété que deux composantes irréductibles de 
la fibre de E* au-dessus de s se rencontrent est préservée par l’action de 
Gal(7î/K) et que m(0) est invariant sous Gdd{K/K), l’assertion que l’on vient 
de démontrer suffit à assurer que Gal(7î/K) agit soit trivialement sur E(7 î), 
soit par multiplication par —là travers le groupe de Galois d’une extension 
quadratique £/k, nécessairement unique à isomorphisme près. 

Comme p 2, la flèche de spécialisation 2 E(K) —>■ ^st injective 

(cf. [5, 7.3/3]). Il s’ensuit que F(k) est d’ordre pair si 2 E(K) ~ Z/2 x Z/2, 
compte tenu que E(7 î) = ^(7î)/<^°(k) et que ~ 77*. □ 

Rappelons que si E est une courbe elliptique sur K à réduction multipli¬ 
cative, la fibre spéciale de est un tore, et l’on dit que E est à réduction 
multiplicative déployée lorsque ce tore est lui-même déployé. Les tores de 
dimension 1 sur k sont classifiés par le groupe H^(k, Z/2), de sorte qu’un 
tel tore est soit déployé sur k, soit déployé sur une extension quadratique, 
unique à isomorphisme près. Ceci fournit une seconde extension quadratique 
ou triviale de k naturellement associée à toute courbe elliptique à réduction 
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multiplicative sur K (la première étant donnée par la proposition A.3). Il est 
faux que ces deux extensions soient isomorphes en général, mais ce n’est pas 
non plus loin d’être vrai : 

Proposition A.4 — Soit E une courbe elliptique srtr K, à réduction de type I„ 
avec n > 2. L’extension quadratique ou triviale minimale t/n telle que le 
(.-groupe soit constant (cf. proposition A.3) est isomorphe à l’extension 

quadratique ou triviale minimale de k qui déploie le tore 

Corollaire A.5 — Soit E une courbe elliptique sur K, à réduction multi¬ 
plicative. Le K-groupe F est constant si et seulement si E est à réduction 
multiplicative déployée ou à réduction de type ou I 2 . 

Démonstration — Si le type de réduction de E est ou I 2 , il est évident que F 
ne peut être que constant. Sinon, il suffit d’appliquer la proposition A.4. □ 

Avant de prouver la proposition A.4, rappelons, sans démonstration, une 
propriété très élémentaire des tores de dimension 1. 

Lemme A.6 — Soit T un tore sur k, T ^ P;(, une n-immersion ouverte et 
X G P^\T. L’extension k(x)/k est la plus petite extension de k qui déploie le 
tore T. 

Démonstration de la proposition A.J^ — La preuve de la proposition A.3 
montre que pour toute sous-extension quadratique ou triviale (/k de k/k, 
lorsque n > 2, le groupe Gal(7î/£) agit trivialement sur F(k) si et seulement 
si les points singuliers de la fibre spéciale E* de E* sont tous ^-rationnels, 
si et seulement si l’un d’entre eux est Arationnel. En particulier, notant tj k 
l’extension quadratique ou triviale minimale telle que le Agroupé F l soit 
constant, tous les points singuliers de E* ont un corps résiduel «-isomorphe à i. 
Par ailleurs, la composante irréductible de E* contenant est «-isomorphe 
à P;( et le complémentaire de dans cette composante est formé de points 
singuliers de E*. Le lemme A .6 permet donc de conclure. □ 

Le lemme suivant est extrêmement bien connu, mais une démonstration 
semble plus facile à fournir qu’une référence. 

Lemme A.7 — Soit E une courbe elliptique sur K, à réduction multiplicative. 
Choisissons une équation de Weierstrass minimale de E et notons C la courbe 
sur K définie par cette équation (c’est donc une cubique plane à point double). 
Alors la courbe E est à réduction multiplicative déployée si et seulement si les 
pentes des directions tangentes àC en son point .singulier sont K-rationnelles. 

Démonstration — Comme l’équation de Weierstrass choisie est minimale, la 
«-variété est isomorphe à l’ouvert de lissité C° de C (cf. [64, Ch. IV, 
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§9, Cor. 9.1]). D’autre part, si tt: C —>■ C désigne la normalisation de C, le 
complémentaire de 7 r“^(C°) dans C est un ^-schéma fini de degré 2, déployé si 
et seulement si les pentes des directions tangentes à C en son point singulier 
sont K-rationnelles. Le lemme A .6 permet de conclure, compte tenu que C est 
K-isomorphe à P;^. □ 

Comparons maintenant les groupes de composantes connexes des fibres 
spéciales des modèles de Néron de deux courbes elliptiques 2-isogènes dans le 
cas de réduction multiplicative. 

Proposition A.8 — Soient E' et E" des courbes elliptiques srtr K, à réduction 
multiplicative, et (p': E' —>■ E" une isogénie de degré 2. Notons P' le K-point 
non nul de Ker((/?') et P" le K-point non nul de Ker{(p"), où (p" est l’isogénie 
duale de p'. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

1. Le point P' se spécialise dans 

2. Le point P" ne se spécialise pas dans 

3. Le morphisme E' —>■ E" induit par ip' est injectif et a pour conoyau 7^12. 

4 . Le morphisme E" —>■ F' induit par p" est surjectif et a pour noyau Z/2. 

Démonstration — Comme p ^ 2, la courbe elliptique E' admet une équation 
de Weierstrass minimale de la forme y'^ = {x — c) {x^ — d) avec c,d G R, 
telle que le point P' ait pour coordonnées {x,y) = (c, 0). Son discriminant 
est A' = 16d(c^ — d)^. L’hypothèse de réduction multiplicative se traduit 
par la condition que l’un de d et de — d est inversible dans R et que 
l’autre ne l’est pas. Il en résulte notamment que l’équation de Weierstrass 
= (x + 2c)(x^ —4(c^ —d)) est minimale. Celle-ci définit une courbe elliptique 
isomorphe à E", son discriminant vaut A" = 4096d^(c^ — d) et le point P" 
a pour coordonnées {x,y) = (—2c, 0). Comme les équations de Weierstrass 
considérées sont minimales, les ouverts de lissité des R-schémas projectifs W' 
et W" qu’elles définissent sont respectivement isomorphes à et ; un 
point rationnel de E' (resp. de E") se spécialise donc sur (resp. si et 
seulement si la section de W' (resp. W") qu’il définit ne rencontre pas le point 
singulier de la fibre spéciale de W' (resp. W"). En particulier, la condition 1 
(resp. la condition 2) équivaut à ce que d ^ R* (resp. — d G R*), d’où 
l’équivalence entre 1 et 2 . 

Notons V la valuation normalisée de K associée à R. Les groupes F'(k) 
et F"(7î) sont cycliques, d’ordres respectifs c(A') et v{A") (cf. [64, Step 2, 
p. 366]). On voit sur les expressions de A' et A" que d ^ R* si et seulement 
si v{A") = 2v{A'), si et seulement si 'ü(A') ^ 2v(A"). L’observation suivante 
permet donc de conclure : si A et B sont deux groupes cycliques tels que 
Card(B) = 2 Card(A) et si m: A —>■ B et w: B —>■ A sont des morphismes 
de groupes vérifiant uv = 2 et vu = 2 , on a nécessairement Ker(M) = 0, 
Coker(M) = Z/2, Ker(v) = Z/2 et Coker(c) = 0. □ 
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Corollaire A.9 — Soient E' et E" des courbes elliptiques sur K, à réduction 
multiplicative, et (p': E' —>■ E" une isogénie de degré 2. Si E' n’est pas à 
réduction de type ou I 2 , alors l’extension quadratique ou triviale minimale 
^|K qui déploie le tore est aussi la plus petite extension de k telle que les 
deux £-groupes F' £ et F" £ soient constants. 

Démonstration — Vu la proposition A.4, il suffit de vérifier que pour toute 
extension £/k, si le Agroupé F' £ est constant, il en va de même de 
F" £. D’après la proposition A.8, l’un des deux K-groupes F' et F" est 
isomorphe à un sous-groupe de l’autre. Si F" ^ F', l’assertion est évidente. 
Supposons donc que F' ^ F" et que F' £ soit constant. Le groupe F'(f) 
est d’ordre > 2, compte tenu de l’hypothèse sur E' ; il en résulte que F"{£) est 
lui aussi d’ordre > 2. La proposition A.3 montre alors que le Agroupé F" £ 
est nécessairement constant. □ 

Corollaire A.10 — Mêmes notations que dans la proposition A.8. Soient F'* 
un modèle propre et régulier minimal de F' au-dessus de R et x € F'* un point 
en lequel F'* —>■ Spec(R) n’est pas lisse. Si F' est à réduction de type ou I 2 
et que P' se spécialise dans alors l’extension quadratique ou triviale 

minimale £/n telle que le £-groupe F" £ soit constant est n-isomorphe 
à k(x). 

Démonstration — Notons n l’ordre du groupe F'(k). D’après la proposi¬ 
tion A.8, les courbes elliptiques F' et E" sont respectivement à réduction 
de type I„ et l 2 „. Si n = 1, alors F" = Z/2 et £ = k, et d’autre part la 
fibre spéciale de F'* contient un unique point singulier, qui est rationnel ; la 
conclusion du corollaire est donc satisfaite. Supposons maintenant que n = 2. 
L’extension éj k est alors la plus petite extension qui déploie le tore 
(cf. proposition A.4). Comme les tores < 0 ’/° et sont isomorphes (deux 
K-tores isogènes de dimension 1 étant nécessairement isomorphes), le lemme 
suivant permet de conclure. □ 

Lemme A.11 — Soient E une courbe elliptique surK, à réduction de type I 2 . 
Soient E* un modèle propre et régulier minimal de E au-dessus de R et x G E* 
un point en lequel E* —>■ Spec(R) n’est pas lisse. L ’extension quadratique ou 
triviale minimale de n qui déploie le tore est K-isomorphe à k(x). 

Démonstration — Vu la structure de la fibre spéciale de E*, et compte tenu 
que S est isomorphe à l’ouvert de lissité de E* sur R (cf. [64, Ch. IV, §6, 
Th. 6.1]), il suffit d’appliquer le lemme A.6. □ 

Voici enfin quelques propriétés spécifiques aux courbes elliptiques dont 
tous les points d’ordre 2 sont rationnels. 
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Proposition A.12 — Soit E une courbe elliptique sur K telle que 2 E(K) ~ 
Z/2 X Z/2. Si R est hensélien (resp. strictement hensélien), la flèche de 
spécialisation E (K)/2 ^ F {k)/ 2 est surjective (resp. hijective). 

Démonstration — Considérons la suite exacte 

0--^0 (A.l) 

de faisceaux étales sur Spec(R), où i : Spec(K) —>■ Spec(R) désigne rimmersion 
fermée canonique. Si R est strictement hensélien, cette suite reste exacte par 
passage aux sections globales, d’où il résulte (compte tenu que E(K) = ^(R)) 
que le noyau de la flèche de spécialisation E(K)/2 —>• F(k)/ 2 est un quotient 
de <f°(R)/2; or ce dernier groupe est nul (cf. lemme A.l). 

Il reste à établir la surjectivité de la flèche E(K)/2 —>• F{k)/2 lorsque R 
est hensélien. Nous allons en fait montrer que s: E(K) —>■ F(k) est surjective. 
On peut évidemment supposer que E a mauvaise réduction. Comme p 2, la 
flèche de spécialisation 2 E(K) —>• 2 <^(k) est injective (cf. [5, 7.3/3]). D’autre 
part, le groupe 2 ^°(«^) est d’ordre < 2 puisque ^°(7 î*) est isomorphe à k ou 
à K*. Compte tenu que 2 E(K) est d’ordre 4, il en résulte que s est surjective 
si F(k) est d’ordre < 2. Supposons maintenant F(k) d’ordre > 2. Si E est 
à réduction multiplicative, la proposition A.3 montre que le K-groupe F est 
constant ; comme il est constant et d’ordre > 2, la courbe elliptique E est 
alors à réduction multiplicative déployée (cf. corollaire A.5). Ainsi le groupe 
Z?® est-il nécessairement isomorphe à ou à G^- Dans les deux cas, on a 
H^(k,^°) = 0 (théorème de Hilbert 90 et sa version additive, cf. [60, Ch. X, 
§1]), d’où l’on déduit, puisque R est hensélien, que H^(R, (f°) = 0 (par exemple 
à l’aide de la représentabilité des éléments de ce groupe par des torseurs, 
cf. [50, Theorem 4.3]). L’exactitude de (A.l) est donc préservée par passage 
aux sections globales, ce qui prouve le résultat voulu. □ 

Remarque — Voici un exemple montrant que la conclusion de la propo¬ 
sition A.12 peut être en défaut si l’on suppose seulement que 2 E(K) ^ 0. 
Soit k un corps de caractéristique ^ 2 sur lequel il existe une conique sans 
point rationnel, disons ax^ -I- by"^ = 1 avec a, 5 G k*. Notons C cette conique 
et considérons la courbe elliptique E sur k{(t)) définie par l’équation de 
Weierstrass y'^ = {x + a){x^ — bt^). Elle est à réduction de type I 2 , possède un 
point rationnel d’ordre 2, et l’on vérifie sans peine (par un calcul d’éclatement) 
que la composante connexe non neutre de la fibre spéciale de son modèle 
de Néron est fc-birationnelle à C, de sorte qu’elle ne possède pas de point 
rationnel. La flèche de spécialisation E(K) —>■ F{k) est donc nulle, alors que 
F{k) = Z/2. 

Lemme A.13 — Soit E une courbe elliptique sur K, à réduction multiplicative 
et telle que 2 E(K) ~ Z/2 x Z/2. Il existe un unique point de 2 E(K) \ {0} qui 
se spécialise dans 
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Démonstration — Comme la flèche de spécialisation 2 E(K) —>■ 2 ^(^) 6 st 
injective et que 2 ^°(^) = Z/2 (puisque est un tore de dimension 1), 
l’unicité est claire. Quant à l’existence, il suffit de remarquer que la composée 
2 E(K) —>• 2 '^(^) 2 F(«^) ne peut être injective, le groupe 2 F('^) étant 

d’ordre 2 (cf. proposition A.3). □ 

Proposition A. 14 — Supposons R strictement hensélien. Soit E une courbe 
elliptique sur K, à réduction multiplicative et telle que 2 E(K) ~ Z/2 x Z/2. 
Le sous-groupe E(K)/2 ^ H^(K, 2 E) est égal à l’image du morphisme 

Ri (K, Z/2) ^ Ri (K, 2 E) 

induit par l’inclusion Z/2 C 2 ^ de l’unique point de 2 E(K) \ {0} qui se 
spécialise dans <I’°(k). 

Démonstration — Notons E —>■ E" le quotient de E par l’unique point P 
de 2 E(K) \ {0} qui se spécialise dans (S^{k) et ip" : E" —>• E l’isogénie duale. Il 
résulte de la proposition A .8 et du lemme A.2 que l’application E"(K) —>• E(K) 
induite par p" est surjective. Le diagramme commutatif 

0-^ 2 E-^ E E-^ 0 

'X' // 

0-^ z/2 -^ E" E-^ 0, 

dont les lignes sont exactes, permet d’en déduire la nullité de la composée 

E(K)/2 R\K, 2 E) ^ Ri(K, Z/2), 

où la seconde flèche est induite par la flèche 2 E —>■ Z/2 de quotient par P, 
d’où le résultat. □ 

Remarque — On se gardera de croire que la proposition A. 14 affirme quoi 
que ce soit au sujet des classes dans E(K)/2 des points d’ordre 2 de E. Ces 
classes sont toutes nulles dès que le type de réduction de E est I„ avec n > 2 
(sous l’hypothèse que R est strictement hensélien). 
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